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Capitulo 1
Preliminares

1.1. Introduccion

La primera nocién de un niimero complejo fue descubierta en conexién
con resolver ecuaciones cuadraticas.

Consideremos, por ejemplo, la ecuacién 2% + 1. Obviamente, esta
no tiene soluciones reales, ya que para cualquier real z, 22 > 0y
2?2 +1> 0.

La idea es escribir, formalmente, z = ++/—1; pero no existe niimero
real cuyo cuadrado de —1. Luego, si la ecuacién tiene una solucion,
debe ser en un sistema de nimeros mayor que el conjunto de los
numeros reales.

Este fue el problema planteado a matematicos por alrededor de 700
anos: Extender los reales a un sistema mayor de niimeros en el cual
la ecuacién 22 + 1 puede tener una solucién.

C. Gauss (1780-1840) fue el primer matematico en usar sistemética-

4
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mente nimeros complejos. La serie Hipergeométrica

ab ala+1)b(b+1) ,
14
T c(c+1)-1-23j

Se comprende mejor al analizar los complejos | z |< 1. (Note que si
b= cy a=1 se obtiene la serie geométrica).

Gauss Demostro:

"Toda ecuacién a,z" + a,_12""' + ... + ag = 0 tiene n-soluciones en
C”.

A. L. Cauchy dié la estructura central al desarrollo de variable com-

pleja a través de la idea de la integral de linea:

/7 F(2)dz,

1
la cual da sentido a la férmula integral de Cauchy: f(z) = 5 / Qf (©)
i ), C— 2

dc.
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1.2. Propiedades algebraicas

El conjunto de los nimeros complejos C es un cuerpo con la suma
y el producto definido de la siguiente forma:
C={(a,b) e RxR / (a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)}.
C={(a,b) e RxR / (a,b)(c,d) = (ac — bd,bc — ad)}.
Las unidades aditivas y multiplicativas son (0,0) y (1,0), respecti-

vamente. Veamos:

(a,b) + (0,0) = (a,b)

(a,b)(1,0) = (a,b).

Ademas, cada elemento no cero, tiene inverso. Para (a, b), su inverso
es (—a, —b). Definimos ¢ = (0, 1), entonces podemos escribir el par

(a,b) de la siguiente forma:

(a,b) = a(1,0) +0(0,1) = a + ib.

Esta es la notacién que se ocupara desde ahora. Bajo la suma y

producto, C es un cuerpo conmutativo.
Observacion 1 Consideremos i = (0,1), entonces:
i* = (0,1)(0,1) = (0 — 1,0 +0) = (—1,0) = —1.

Luego, > = —1.
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Como 2 = —1, la ecuacién z? + 1 tiene al menos una raiz en C. En
efecto:

Z41=(z+10)(z—1).
Maés generalmente:

2w = (2 4iw)(z — iw).

Siz=a€Ryw=>beR, entonces (para a # 0, b # 0)

a? +b* = (a — ib)(a + ib)

1 a—1b

a-+ib a2+ b2’

con lo cual se tiene una férmula para el reciproco de un nimero

complejo.
Notacion 2

zZ =a —ib es el conjugado de z = a + 1b
| 2 |= (a2 4 b%)2 es el valor absoluto de z.
Con las notaciones anteriores, tenemos:

oz
R

N | =

siz# 0

Definicién 3 Si z = a + b, diremos que a es la parte real de z
y escribimos: a = Re(z). Andlogamente, diremos que b es la parte

imaginaria de z y escribimos: b = Im(z)
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En consecuencia, z = Re(z) + iIm(z). Del mismo modo, podemos
escribir el conjugado de z en funcién de su parte real e imaginaria,
es decir, Z = Re(z) — iIm(z).

Ademas, podemos escribir la parte real e imaginaria en funcion de
z y Z. Sumando, se obtiene: Re(z) = %(z +2).

1
Por otro lado, restando, se tiene: Im(z) = 2—(2 —Z).
i

Note ademds que Re(z) <|z |y Im(z) <| z | .

Propiedades Basicas

l. 2+w=2+w
2. 7=z

3. wz =wz

4. | 2w [=| z || w]
5. [Z[=] 2]

Proposicién 4 (Desigualdad Triangular)

[zt wl|<| 2]+ [w]
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Demostracion.

lz+wl]? = (z+w)(zF+w)
= (z+w)(z+w)

2Z 4+ 2w+ wz + ww

| 2 | +2Re(z0)+ | w |?

IA

2> +2| 2w | + | w |2
[z 2]z ||w|+ w|

(I 2]+ ]wl)?

1.3. Representacion (Geométrica

a b
En el caso de la forma polar tenemos que cosf) = — = y sinf = —,
r r
entonces, a = rcosf y b = rsinfl. Se observa que v =| z |. Y

definimos # = Arg(z). El problema en general es que Arg(z) es una
funcion multivariable. De esta forma, tendremos que elegir un rango

de valores admisibles para 6.
Propiedad: Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w).

Demostracién. Sea
z=ua+ib=rcosO+irsinf = r(cosf@+isinf) =| z | (cos@+isinb)
Entonces, consideramos

z=| 2| (cosf + isinf)
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y
w =|w | (cos ¢+ isin ).
Luego
2w = |z||w] (cos@+isinf)(cos ¢ + isin @)
= |z || w| (cos(0) cos(¢) + isin(¢) cos(#) + i sin(#) cos(¢) — sin(f) sin(¢))

[(cos(f) cos(¢p) — sin(0) sin(¢)) + i(sin(¢@) cos(#) + sin(6) cos(¢))]
= |z || w][cos(0 + ¢) +isin(0 + §)]

= |z|[w]

Entonces: Arg(zw) = 0+ ¢ = Arg(z) + Arg(w). -
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Consideremos las siguientes figuras:

0

Definiciéon 5 Definimos cos@ + isinf = e como la ecuacion ex-

ponecial. También se puede escribir como cis(6) o exp(0).

Consideremos f(#) := cos(6) + isin(f).
Sea 6 = 0, entonces, f(0) = cos(0) + isin(0) = 1.
Ademaés
f(0)f(¢) = (cos(0) + isin(0))(cos(¢) + isin(¢))
= cos(0 + @) + isin(f + ¢)
= [(0+9).
Entonces, cualquier funcién que cumpla estas dos propiedades se

llama ecuacion de Abel y se escribe como:

f(x) = e,

Propiedades funcion exponencial
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Una propiedad interesante de la funcién exponcial y que ayuda a

encontrar las raices de una ecuacion es:
e2kim — q Nz € 7.

Entonces, una forma de resolver la ecuacién z" = 1, es hacer lo

siguiente:

Por lo tanto

_ ‘ w | ei(Arg(w)%—ka).
Luego:

1 i(Arg(w)+2km)
Z =wnre n
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1.4. Ecuacion del Circulo y de la Recta

z—2|=r & |z2— 2z =1’
& (z—2)(z—2) =1’
& (2—2)(z—7) =17
= ZE—ZZ_O—ZOE+ZOZ_0:7"2

S 2Z2—270— 202+ (|2 ]2 —r?) =0

Luego, la ecuacion de un circulo en el plano complejo es:
2Z — 2z — 202 + a =0, a € R.

Veamos ahora la ecuacion de una recta. Sabemos que la ecuacién

de una recta es: y = mx + n. Si consideramos x = Re(z) = z—;—?
ey=Im(z) = © 2_2,2. Y reemplazando estos valores en la ecuacion
nos queda:
z2—Z 2+ 7z
AT R

& z—Z=1im(z+Z) + 2in

& 2 —Z=1imz+1mz+ 2in

&S z—1mz—zZim—2z—2in=10

< z(1—im)—Z(1+im)—2in=0

i

z(m+1)+Z(m—1i)+2n =0
Si hacemos zg =m —1i, Zg = m+1y [ = 2n, lo que se obtiene es la

ecuacion de la recta:

2Zo+Zzo+ B =0.
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1.5. Proyeccion Estereografica

1
Si consideramos f(z) = — y con z = 0, se obtiene f(0) = oco. Con
2

esto se define el siguiente conjunto: C := C U {c0}.

Ecuaciones de la proyecciéon

1. Dado B determinar @) = w(B)
Sea L :t(0,0,1)+ (1 —1)(u,v,w) ,tratemos de encontrar ¢, tal
que la recta anterior, L, intersecta al plano complejo. La recta

la podemos reescribir como:

L:((1=t)u, (1 =ty t+ (1 —thw).

Buscamos %, tal que:

to+(1—t)w=0 < to+w—wty=0
—w w

& g = = , w;él
l—w w-1
o 1t —1 w  w—1l-w 1
0 w—1  w—-1  1-w
Por lo tanto Q = w(B) es :
1 1
= 0

2. Dado A determinar P(A)

L:t(0,0,1)+ (1 —t)(x,y,0).
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Encontramos t; tal que la recta L intersecta a la esfera. Esto

es:

(1 =t)z] + [ =ty + 2 =1

1
e1-022+ 1 -0 =1-12=(1-1)1+1) /<1 2
&2’ + Q—E
A

e (1-t)(*+y*) =1+t
& (22 +y?) —t(a® +y?) = 1+t
S22 +y?—1=t[1+ 2%+ 47

2 2
vty —1
Sty= "
" 24241
Luego:
2yt -1 2
| —fg—1-L 1Y

22241 24y?+1
Por lo tanto P(A) es:

2x 2y :U2—i—y2—1)
2 +y2 -1 2+ -1 22+ 924+ 17
Si hacemos z = x + iy y Z = x — iy, de donde se tiene:

P(A) =

Entonces:

z+z —i(z—2) |2 ]* -1
|z 241 | 22417 ]2 |2 +1

P(A) = ( ).
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1.6. Topologia en C

La forma comun de calcular la distancian en C es:
(C,d), con d = distancia, que es d(z,w) =| z — w |

Otras formas son:

2 —w]
d =
1(2,11]) 1+\z—w\
y
dl(Z,UJ) < 1
2| 5 —
dzw) = — 2wl
(1412 P)(A+ [ w [?)]2
Conceptos

1. Convergencia de una sucesién: Dada (z,) C C, entonces

2p = L Ve>0,dN e Ntal que | z, — L |[< e.

2. C es completo (Toda sucesién de Cauchy converge).
En efecto: Sea z, C C sucesién de Cauchy. Entonces | z, —

Zm |—= 0 cuando n, m — oo.

| z, |=| Re(z,) |<]| 2z, | y entonces, | x, — xp |<| 2, — 2m |— 0.
Ademas
| yn |=| Im(2,) |<]| 2, | entonces, | ¥ — Ym |<| 20 — 2m |— 0.

De aqui se tiene que: z, € Ry y, € R son sucesiones de

Cauchy en R que sabemos es completo. Luego, existen xg, yg C
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R tales que:

Ty — Lo

Yn — Yo

Por lo tanto:

Zn — T, + 1Yp.

3. Funcién Continua: f: ) C C — C, f es continua en z si:
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Ejemplo 6 1. Funciones cotinuas.
2. f(2) = Re(2), g(2) = Im(2).

3. f(z) =z

p(z,%)

q(z,%)

es continua en el abierto 2 = {z € C/q(z,%) # 0}.

6. Dominio: Es unn abierto conexo.

1.7. Funciones Basicas

1. Traslacién: f(z) =z+b;be C

f(0)=b flty=t+b
fy=1+b  f(b)=2b
F2)=24b f1+b)=1+2b

18
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2. Dilatacién o Contraccién: f(z) = kz;k € R; k>0

f(0) =0
f1)=a
1) = ia

19
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4. Inversion: f(z) = —

N

F =1 fle)=e
5. Transformaciones de Mobius o lineales fraccionales

az + b
f(z)_cz+d’ ad — bc # 0;a,b,¢c,d € C

Esta funcién tiene inversa, f~1(z) =? para encontrarla se ocu-

pa la transformaciéon de Mobius.

T. de Mobius < Matrices invertibles 2x2

az +b a b
<

cz+d c d
. . d —b 1
Se invierte la matriz y queda como: :
_1 dZ - b , .
Entonces: f7'(z2) = ———. Y ademads se tiene que (f o
—CczZ+a

f ) =2

Proposicion 7 Una transformacion de Mobius es la compuesta de

traslacioes, dilataciones, rotaciones e inversiones.

_az+b_a bc —ad 1

_chral_cjL c cz+d

Demostracién. S(z)
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2 = |c|z—]cl|edy
1 bc — ad 1 bc —ad 1

= ¢cz—>cz+b—

Entonces: S(z) = (TToRoDoloToRoD)(Z).

Proposicion 8 Una transformacion de Mobius esté inicamente de-

terminada por la imagen de tres puntos distintos.
Demostracién.
» Unicidad: Sean S y T transformaciones de Mobius tales que:
S(z1) = wn T(z) =w, — 2 =T Y w)

S(ZQ) = W9y T(ZQ) = W9 — 29 = T_l(’wg)
5(2’3) = W3 T(Zg) = W3 — k3 = Tﬁl(’wg)

Por demostrar: S = T

En efecto, ya que S y T son invertibles, tenemos:

S(T_l(wl)) = W) — (S o T_l)(ZUl) = w
S(T™Hws)) = wy — (S o T7)(ws) = wy

S(THws)) = wy — (S oT 1) (w3) = ws

Por lo tanto S o T~! tiene 3 puntos fijos. Los puntos fijos de:

— — —
cz+d | c ‘cz+d c cz+d

az+b
cz+d
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_az—|—b_

(ST = 75 =

z
Son soluciones de la ecuacion:

az+b=z(cz+d) & az+b=c2*+dz

& 2 +z(d—a)—b=0
que son a lo mas 2.

Para que tenga més de 2 puntos fijos, la Transformacién de

Mébius que sirve es T'(z) = z = Id(z). Entonces:

SoT ' '=Id= S=T.

= Existencia: Sean 21, 29, z3 € C distintos y wy, wy, w3 € C dis-

tintos. Sea:
S(z1) = w
S(z2) = wo
S(z3) = ws

Cudanto es S(z), para cualquier z?

Comentarios:
az+b
a
T(eo)=2  (c#0)
T8 B Rl B TN Sl DN i
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Basta encontrar una Transformacion que lleve z; en 0, 25 en

1y z3en oo

T(z) =z — 2, (a=1,b=—2z,c=0,d=1)

Z — 21

T(Z):z o (a=1,b=—21,c=0,d =2y — z1)

2 — 21

T(z) = (2 — 21)(22 — 23) ( a=2—23,b=—21(20— 23)
(Z - Z3>(22 o Z1)7 , C= 29 — 21, d= —23(22 — Zl))

Luego:

z — wy (wy — ws)

Wi(z) =

z — ws (wg — wy)

Luego, la transformacién de Mébius buscada es:

S(z) = (W toT)(z)

Teorema 9 Una Transformacion de Mobius lleva circulos o rectas

en circulos o rectas.

Demostraciéon. Sea C un circulo con ecuacion
2Z4+az+ az+ kg =0; ke R,aa € C
Consideremos las funciones bésicas:
1. T(z) =z+Db

2. T(2) =az; a€C,a=re
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1
3. T(z)=-
()=~

Si z=w — b, el crculo queda como:

(w—b)(w—b) +a(w—b)+a(w—0)+k =0
& wo—wh—bw+bb+aw—ab+aw—ab+ky=0

& ww+ (—b+a@)w + (—=b+ a)w + bb — (@b + ab) + ky =0

& ww+ (=b+a)w + (—b+ a)w + bb — 2Re(ab) + ko = 0

Si w = az, entonces la férmula anterior queda:

ngLoz +cv +ky=0 /aa
a a a
& ww—|—ozaw—|—koaa:0

& ww+aaw + ko |aa|=0

, 1
Si w = —, entonces:
z

11 1 1 _
——+a— +oz +kp=0 Jww
wWWw w

& 1+aw+aw+koww:O

Ahora bien, si kg = 0, entonces la transformacion lleva el circulo a
una recta. Por otro lado, si ky # 0, entonces lo transforma en un

circulo. n



Capitulo 2

Funciones de Variable

Compleja

2.1. Funciones analiticas

Definiciéon 10 Sea f : Q2 — C una funcion definida en un abierto
en el plano y zy € €. Se dice que f(z) es derivable en zy (u holomorfa
o analitica) si existe el limite:

o) — 1 L) =S C0)

z—2p Z— 20

Observacion 11 Una funcion f se dice analitica en un abierto 2

si es analitica en cada punto de 2.

Observacion 12 Es facil ver que si f es holomorfa en z; entonces

f es continua en z.

25
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Ejemplo 13 1) f(z) = a,a € C. Calculamos el cuociente

f(z) = f(m) _a-—a

Z — 20 Z — 20

=0

Tomando el limite z — zy, se obtiene f’(zy) = 0. Esta funcién, es la

funcion constante.

2) f(z) = z. f es holomorfaen Cy f'(z) = 1.

3) g(z) = 2", n entero positivo.

Calculamos el cuociente

_ [
9(2) —g(x0) _ 2"~ _ F 2" 2 4 4 2
Z — 2 < 20

Tomando el limite z — 2, obtenemos ¢'(zy) = nzj

4) Sea h(z) = Z, Vamos a ver que no es derivable en zy = 0. Quere-

mos ver si existe o no

. Z
lim —
z2—0 Z

Si el limite existe, debe ser el mismo, no importa como nos aproxi-
mamos a 0.
t

Para z € R, z = ¢, tenemos lim - = 1.
t—0 ¢t

) ) ) . i —t
Para z imaginario, z = it, tenemos lim; .o — = —1.
it
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Por lo tanto A no es analitica en z = 0.

Ejercicio 14 Demuestre que f(z) = |z|? es derivable sélo en 2y = 0.

Sea (AT, +, -, 0) el conjunto de las funciones analiticas con la suma,
el producto y la composicién. Dadas f y ¢ funciones analticas, en-

tonces:
(f+9)(2) = f(2) + 9(2)
(f-9)(z) = f(z) - 9(2)
(fog)(z) = f(g(2))

Donde los resultados son también funciones analiticas. Entonces, de

aqui se desponde el siguiente teorema.

Teorema 15 Si f y g son derivables, entonces:

)(f+9)=f+d

2)(f9) =19+ 1g

g (L) - =

) <—> = cuando g # 0

4) (z) :f'g;Qfg' cuando g # 0
g 9
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Demostracion.

1) Tenemos

Z — 20 Z — 20 Z — 20

(f+9)(2) = (f+9)(20)  f(z)— f(=0) N 9(2) — g(20)

Si tomamos el limite para z — 2z, obtenemos la férmula.
2)

Z — 20 Z — 20 Z — 20

Tomamos el limite para z — zy y usamos el hecho de que g es

continua en z;, obteniendo

f'(20)g(20) + f(20)9'(20)

3) Usando 2)

" 1 1\
O=lg9-) =g9-+g|-
g g g

Luego,

4)
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n
Corolario 16 Toda funcién racional r(z) = Snzm_:_“- :CIL)O es deriv-
m< 0

able en el abierto Q = {z : by,2"+...4+by} . En particular, la funcion

1
— es deriwable en C\{0}.

2z
b
Ejemplo 17 Sea g(z) = az——li——d; ad—bc = 1. g es derivable, excepto
cz
en zp = _—, ademas:
c
1
/ —_—
q'(2) EETi
En efecto,
/(Z)_a(cz+d)—c(az+b)_ ad —be 1
I\ (cz + d)? T (cz+d?  (cz+d)?

Definicién 18 Diremos que f(z) es derivable en zy = oo si la fun-

1
cion g(t) = f (;) , es derivable en ty = 0.

Observacion. Lo anterior también se puede hacer para fun-

clones continuas.
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Ejemplo 19
z+2
Tenemos .
1 ;2 t4287
t = — = t =
g(t) f(t) T 3-p
(14 4¢)(3 — %) + 2t(t + 2t?) 1
luego ¢'(t) = R , de donde ¢'(0) = 3

1
Por lo tanto f/(0) = 3

Teorema 20

(fog)(2)=f(9(2)d ()

Demostracién.
fl9(z) = fl9(=0)) _ f(9(2)) = f(9(20)) 9(2) — g(20)
z— 2 g(z) — g(20) z—2

Sea f: ) C R? — R2. Se dice que f es diferenciable en el punto

(x0,y0) € €2 si existe una transformacion lineal L tal que:

f(x,y) = f(xo,y0) = L(x — x0,y — yo) + e(x — 20,y — Yo)

en que:
e(x — o,y — Yo)

V(& —x0)? + (y — y0)? =Y
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cuando r — oy ¥y — ¥o, esto es, el error es pequeno comparado
con la norma. Observar que L : R?> — R? es una aplicacién lineal
cuya matriz, con respecto a las bases candnicas, es:

O w2 a0
Ox oy
[L] =

982 4o w0y 222000, 10)
Or 05 Y0 By 0, Y0

La prueba del siguiente resultado se ve usualmente en cursos de

calculo por lo que no se mostrara aqui.
of
ox’ Oy

tonces f es diferenciable en ese punto.

Teorema 21 5i existen y son continuas en (xo,yo) en-

La siguiente es una de las principales caracterizaciones de fun-

ciones analiticas.

Teorema 22 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) Sea f = u+v una

funcion diferenciable en zy = (o, y0). Entonces f es holomorfa en

. , . , ou Ov Ju —0v
29 sty solo si se cumplen las ecuaciones: = en

or 9y’ oy Oz

el punto (xg, yo).

Demostracion.

(=)Por definicién, se tiene que

m flzo+1) — f20) _ m
t—0 t t—0

fzo +it) — f(z0)
/
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equivalentemente
lim u(zo +t) +iv(zo + 1) — u(20) — 1v(20)
t—0 t

1 1 u(zo + it) 4+ iv(zo + it) — u(zo) — iv(2)
T G0 t

o bien

t—0 t t

lim [u(zo +t) — u(z0) N Z,v(,zo +1t) — v(zo)]

_ lim [u(zo + it) — u(zg) N iv(zo + it) — v(zo)] |
t—0 t t

Observar que cuando t — 0

u(zo+t) —u(z0)  u(zo+1t,y0) — u(xo, o) du

n - ¢ > ax ('CUO)yO)
y
u(zo +it) —u(z0)  w(@o,yo +1t) — u(zo, yo) ou
; = ; ’ b (0, Yo)-
)
Reemplazando, obtenemos
ou .O0v 1 [0u .0V
%(20) + Z%(ZO) = a—y(ZO) + Za—y(ZO)
Luego
ou_ou
or Oy
y
dv  Ou
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(<) Como f es diferenciable, existe

D f(xo,y0) =
tal que

T — Xy

Y —%Yo

f(z,y) = f(x0,%0) + D f(x0,10) ( ) + e(x — 0,y — Yo),

o equivalentemente

. , 0
u(z,y) +iv(x,y) = w(xo,yo) + iv(xo, yo) + 3—2(950, Yo)(z — x0)

0
+ 8—2(550; Y0) (Y — %o)

| ov ov
+ 1 [%(9«"0, Yo)(x — o) + 8_y(x0’ Yo)(y — yo)]
+ ei(x — zo,y — Yo) + iea(x — To,y — Yo).

Por hipétesis

F2) = £an) = o) = an) + 5 o)y = o)
i |~ S ) — ) + Sy = ) + e — 0y — )]
& 1(2) = Flan) = G (an)(z = ) i ()l = 20) + e — am, = o)
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Entonces
f(z) — f(20) _@ _-@ e(® — 2o,y — Yo)
Z— 2 N 8:1:(Z0> Zay(zo) + zZ— 2

Tomamos el limite cuando z — 2y, y nos queda

T A A A ) L G S C o 1 et )
Z—2 Z — 20 ax ay 2—2 2z — 2

. e(r— 0,y — Yo)
Ya que lim
Z—r20 z — ZO
cual concluye la demostracion.

= 0, se obtiene que existe f'(z) lo

Observacion 23

De la demostracion del teorema anterior, tenemos que

ou ou

f'(z0) = %(zo)—@a—y(zo)

Otra expresién para f’(z) es la siguiente: Ya que f(2) = u(z)+iv(z),

entonces

0 0 0
9 () = 22z) + i) 2.)
of . Ou .0v

Dy (2) = 5—y(z) + Za—y(z) (2.2)
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Haciendo (2.1)-i(2.2), se obtiene finalmente

of of du Ou v A
5 (E) — g (2) = 5() —igl(2) i () + 5 (2

Ejercicio 24 1) Pruebe que en coordenadas polares, las ecuaciones

u __ dv Qv _ Ou
00~ or Vo0 "or

2) Pruebe que en motacion compleja las ecuaciones de Cauchy-

de Cauchy-Riemann se escriben como —

Riemann se escriben como — = 0.

0z

Definicién 25 Sea p: Q2 C C — R, p se dice armonica i
0? 0?

_p _|_ _p — 0 B
ox?  Oy?

0? 0?
gp + _p se le llama el Laplaciano de p.

Notacién: Ap = 922 T 92
x Y

Proposicion 26 S@ f = u + iv es analitica, entonces u y v son

armonicas.

Demostracion.
Debemos probar por definicion que Au = 0y Av = 0. Como f

es analitica, entonces: i 0
Z
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Como f = u + v, entonces: 8—? + za—g = 0. Asi, 8—? =0y o
0z 0z 0z
Por lo tanto,
32
— 0
020Z
y o
_ =0
020Z

De esto se puede concluir que Au =0y Av = 0.

Ejercicio 27

£:

36

0.

1) Sea f(z,y) = 2? + y?. Demuestre que f no puede ser la parte

real o imaginaria de una funcién analitica.

2) Pruebe que si f es analitica y u es armdnica, entonces f o u

es armonica.
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2.2. Algunas funciones de variable com-

pleja.

[. Funcién exponencial. Se define como:

e ="t = %" = e%(cosy + isiny)
Propiedades
1) e€* es una funcién analitica en C.
2) ez)/
3) ) =1, 2" = 1¥n € Z
4) e*+ et
5)e* #0,VzeC
6) | =1, |e*| ="

Teorema 28 La tunica solucion de la ecuacion f" = hf; h € C y
f(0)=A¢cC es:
f(z) = At

Demostracién. Solucién: f'(z) = Ahehz = hf(z). Demostremos
la unicidad de la solucién. Sea g que satisface ¢ = hg con g(0) = A.
Considerando:

_fl9—4gf _kfg—hgf

o =0
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0 A
Entonces = es constante. Pero: M = — = 1. Por lo tanto f = g.
g g(0) A

II. Funciones trigonométricas. Se definen como:

' eiz _ e—iz et* + e ¢
sinzg = ——; cosz = ———
2 2
Propiedades
1) (sinz) = cos z, (cosz) = —sinz

2)sinz =0 2=nm, cosz=0&2=02n+1)5, necZ
3) cos(z4w) = cos z cosw—sin zsinw,  sin(z+w) = sin z cos w+
SIn w Cos 2

2

4) cos? z +sin’ z = 1

Teorema 29 Las soluciones de la ecuacion f"+kf =0; k € C son

de la forma: f(z) = Acos(vVkz) 4+ Bsin(vVkz).

Demostracién. Calculamos la primera y la segunda derivada de
f:
f(2) = —AVhsin 2vVh + BVhcos 2Vh

f”(Z) _ —A\/E\/ECOS Z\/ﬁ — B\/ﬁ\/ﬁsinz h = —hf(Z)

Con lo que queda demostrado el teorema. n
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III. Funcidon raiz enésima Se define como:
\”/E:r%(cos(%)—l—isin(e)) z=re?  —m <O <7 r>0,

n=123,..

Proposiciéon 30 /z es analitica en §).

Demostracién. Ocupando las ecuaciones de Cauchy-Riemann en

su forma polar, tenemos:

ou_ 10w
or 1ol
ou ov
_— = —r—
00 or
: 1 0 1, 0
Considerando u(r,#) = rn cos — y v(r,0) = r» sin —. Entonces:
n n

ou 1 1 0 R ov 1 1 7,
— = —1COS — & — = —I'n COS —
ar n n 00 n n

ou —ri,9H8@ 1 .6
i sin — — = —prn-1gin—.
00 n n or n n
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IV. Funciones hiperbdlicas Se definen las funciones seno hiperbdli-

co y coseno hiperbélico como sigue:

sinhz = = °
2
eZ _I_ e*Z
b —
cosh z 5
Propiedades
1) (sinh z) = cosh z, (cosh z)" = sinh 2z

2) cosh? z — sinh? z = 1
3) cosh(z + w) = cosh zcosw + sinh zsinhw, sinh(z + w) =
sinh z cosh w + sinh z cosh w

4) sinh(iz) = isin z, cosh(iz) = cos z

Teorema 31 Las soluciones de la ecuacion y" = ky; k € C son de

la forma: y(z) = Acosh(Vkz) + Bsinh(VEkz).

V. Funcidn logaritmo. Se define la funcién logaritmo como:

Inz=Inr+10,

parar >0y 6 € [—m, 7).

Propiedades
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1) La funcién logaritmo es analitica en 2.

2) (Inz) = =

2
3) e!"* = 2, para todo z € (0.
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VI. Funcién potencia. La funcion potencia se define como:

para cada w € ().

Propiedades

1) La funcién potencia es analitica en €.
2) d(zw) — wzw—l
dz

Ejemplo: Calcular 7’

Solucion: Aplicando la definicién de la funcién logaritmo, queda:

Ini =1Inl+4iZ = " Entonces i¢ = ¢'li3) = ¢
7 = 3

-_n
2

Ejercicio 32 Calcule it



Capitulo 3

Series

3.1. Series de Taylor

El siguiente es el resultado basico en series de potencias.

e.¢]

1

Teorema 33 Considerar f(z) = Z an(z—20)" y sea R =

n—0 My, o0 ({/]@n|)

el radio de convergencia. Entonces,

(a) Para cada z € C tal que |z — 2| < R, la serie converge (absolu-
tamente).

(b) Para cada z € C tal que |z — 29| > R, la serie diverge.

(c) La serie converge uniformemente en subconjuntos compactos
(cerrado y acotado) del disco D(zp, R) = {z € C tal que |z — z| <
R}

Teorema 34 Sea Z a,z" convergente en D(0, R). Entonces f(z) =
n=0

Zanz" es analitica en D(0, R), y ademds f'(z) = Znanz”_l la
n=1

n=0

43
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cual es también convergente en D(0, R).

Demostracion.

Analicemos la siguiente diferencia:

f(z) = f(z0)

Z — 20

0
g nan,2)
n=0

IA

44
00 n—1
n=11anZ(

n=0 n=0
z—2
0 n=1
N ()
g na,zy "t — g na,zy "
o0 0

El primer término tiende a cero cuando z tiende a zjy, ya que es la

derivada del polinomio

p(z) = Z anz".

n=0
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El segundo término tiende a cero cuando N tiende a infinito, ya que

(0. ¢]
la serie g na,z"1 converge, lo que demostraremos més adelante.
n=1

Para el tercer término se tiene que:

o0 o0
E 2" — g anzy
o n n
n=N+1 n=N+1 Z 2T X
ey CLTL—
zZ— 2z Z—Z
0 n=N+1 0
Pero,
n n
2" =z _ _ _ _
0 — 1_|_Zn QZ()-l—Zn 3Z§++Z6L 1
Z — 20

Por lo tanto,

P )
el I | K o8 2 Ll B S o K E Y R SRS S )

Z — 20

Existe un r < R, tal que,
2" — 2y _

Z — 20

Por lo tanto,

2" — 2 _
0 < nrn 1
Z — 20
Luego
o [ee]
§ n E n
n n
n=N+1 n=N+1 z z
< g || 0| < g n|a,|r" LN
z— 2 zZ— 2z

0, cuando N — oo
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0 o}
Ahora veamos que si h(r) = Z |la,|r", entonces b/ (r) = Z nlay|r",
n=0 n=1

con radio de convergencia R para ambas series.

1
Si R=—F——
lim /|ay,|
de convergencia de h'(r), entonces
1

1 1
pum— = = pum— R
lim {/nla,|  lm /n/la,]  /]an]

o0
Veamos que Z na,z, " converge en D(0, R):

n=1

es el radio de convergencia de h(r) y R el radio

/

! 1

lim /nfa,]  1m /]ay)|

/

X _n
2
Ejemplo 35 Si f'(z) = E — converge en C, esto es R = o0,
n!
n=1
entonces f es analitica en C, y

(0. 9] _

f'(2) = ;nzn; B Z (nZ— 1)!

n=

Haciendo m = n — 1, tenemos:

HOEDIE

m=0

De lo anterior se puede observar que, f'(z) = f(z) y f(0) =1,

entonces f(z) = e* y por lo tanto,

O
z Zn
e = E —.
n!

n=0
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Observacioén. Si f Zanz y f(z Znan
Sea g(z) = f'(z), entonces
g (z) = in(n — 1Da,2"?
Sea h(z) = nTQz), entonces
h'(z) = in(n —1)(n —2)z"3
n=2

Detengamonos a analizar las funciones anteriores:

f(z) =ag+ a1z + az® + azz® + a2t + -+ = f(0) = ag
'(2) = a1 + 2a2z + 3agz* + 4as2® + -+ = f'(0) = a4
"(0) = 2as + 3+ 2a3z + 4 - 3a42* + -+ = f"(0) = 2as
f"(2)=3-2a3+4-3 2042+ --- = f"(0) =3 2a3

f™(0) = nla,

Por lo tanto

Corolario 36 9i f (")(z) es analitica para todo n, entonces f es de

clase C°.
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3.2. Representaciones por series de Tay-

lor

1. Funcién exponencial:

(.01\2

[
K
S

3
I
=

2. Funcion seno:

sinz =

y e s

n=0 ) n=0 ! n=0

Analicemos la expresién (i)" — (—i)™:

Sin es par: ()% — (—=1)%(1)?* = (i))*[1 — (=1)*] =0

Sin es impar ( )2k+1 ( )2k:+1( )2k+1

= ()il = (=1)*(=1)] = 2(i)™i = (i%)*2i = (—1)*2

Entonces

. (_1)n22n+1

nz=) T

n=0
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3. Funcion coseno:

n2n

COS 2 — i 2n fn 1 i

n=0 n=0

4. Funcién seno hiperbdlico:
Sabemos que
sinh iz = isin 2z, para todo z, en particular para w = iz, entonces
sinhw = 7 sin —iw
Por lo tanto
. s (D) (—iz) !
sinh z = isin —1z = ZZ ( ()27’5—1— 1;!

n=0

Analicemos

( ZZ)2n—i—1 ( i)2n+1z2n+1 — (—1)2n(—1)[i2]niz2n+l

= (—1)(—1)”i22n+1 _ (_Z-)(_l)nz2n+1

Entonces

)n 2n+1

sinh z = —222 2 1
n
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o 2n+1

n

5. Funcién coseno hiperbdlico:

(0. 9]

:0 2n—|—

(2n+1)
cosh z = Z (2n+ (

3.3. Serie geométrica

o0
=27

n=0

f2) =

"(5) = 1

f( ) (1 _2)2

" _ 2
f (Z) T (1 . Z)S

M5\ — 3!
f ( ) (1 . 2)4

Por lo tanto tenemos que f"(0) = n!

n—=

12| < 1

50
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f"(0)

luego a,, = =1
n!
asi tendremos
0 o0
f(z) = Zanz” = Zz”, 2] < R=1
n=0 n=o

donde el radio de convergencia esta dado por

1
R—e_ —
lim {/|ay|

Otros ejemplos de series geométricas son

i)

1 - n.n
T = (-1)"" ]2 < 1
n=0
ii)
L i(—l)"z% 12| <1
2 ?
1+z —

iii)

In(1+2) = Z anz"

n=0

1 o0
Sabemos que (In(1+ 2)) = T = Z(—l)”z"
n=0

luego integrando tenemos
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o n n+1
n(1+ 2) nz:% n+1 2] <1
/ 1 =
Lo mismo ocurre con (arctan z)’ = T2 nz%(—l)

luego integrando tenemos

0 (_1)n22n—|—1

arctan z = Z -
— 2n+1

o2



CAPITULO 3. SERIES 53
3.4. Extension analitica

Sif(z) = Zan(z — 23), para |z — 2| < R, tenemos

fH(z) = Zann(n—l) ...... (n—k+1)(z —z)" "

Para todo k£ =0, 1,2... Para cada k las series tienen el mismo radio

de convergencia. En particular tenemos

*(20) = nlay,

/(20
k!

La serie de potencias entonces puede escribirse como

f(Z) _ Z Jm('ZO) (Z _ Zo)n

Tn!
n>0

ap —

y se llama serie de Taylor en torno al punto z = 2. Consideremos
® : R — R una funcién posible de ser expresada en terminos de
serie de Taylor, digamos

CI)(.%‘) _ Z fn<5'50) (w . xo)n

n
n>0

para |z — zg| < R (z € R), existe entonces una funcién analitica

(inica) definida por
foy =3 = o)y

para |z — x| < R (z € C) tal que f(x) = ®(x) para |z — 2| < R,

(x € R). La funcién f se denomina extensiéon analitica de ®.
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Ejemplo 37 Conocemos la serie de Taylor e* = Z x_' Se define
n!

n>0
Z’fl
la extension analitica f(z) = Z—' Observemos que esta serie
= n
converge para todo z € C. Notemos que

1 n—1 n

fO=y = = =)

n>0 ' n>0

y f(0) =1, luego f(2) = e*

3.5. Prolongacion analitica

Sea R el radio de convergencia de la serie de Taylor de f(z) en
torno a 2. Si |z — 29| < R, la serie de Taylor de f(z) en torno a
2z converge ciertamente para |z — 21| < R — |21 — 29| Sin embargo,
puede haber un radio de convergencia mayor R;. Entonces tenemos
definida la funcién analitica f(z) como funcién analitica en un do-

minio mayor. Este proceso se conoce como prolongacion analitica.
Ejemplo 38 Consideremos la funcion
f(z)=) (=2)" (3.1)

Se ve facilmente que su radio de convergencia es 1. De este modo
f(2) esta definida para |z| < 1. Sumando las series corespondientes

a f(3), f'(3)... encontramos la serie de Taylor
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Su radio de convergencia es %, de este modo hemos prolongado f(z)
al circulo |z — 3| < |2| que es exterior al circulo original |z| < 1.
Mediante una sucesion de circulos podemos cubrir cualquier punto
del plano z distinto del z = —1. Queda asi definida f(z) como una

funcion analitica para z # 1. De hecho f(z) =

(1+2)

Observacion 39 FEl radio de convergencia R de la serie de Taylor

de f(z) en torno a zy es igual a la distancia de zy a la singularidad

de f(z)

Ejemplo 40 La serie de Taylor

de la funcion real converge para |z| < 1, pero diverge para

1
(1+ 2?)
1
r =1, aun cuando —
(1+ 2?)

do valor de x. La explicacion radica en la extension de la funcion

flz) =

es indefinidamente derivable para to-

1
—(1 ) Esta funcion es singular en z = +i. Luego su serie
z

@]

de Taylor Z(—l)"x2" en torno a z = 0 tiene radio de convergencia

n=0
i—0] =1. Si R = o0, la funcion f(z) es analitica para todo z. Una

tal funcion se llama entera.
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3.6. Transformaciones conformes

Proposicion 41 Una Transformacion conforme es una funcion f :

) C C — C, analitica tal que f'(z) #0,Vz € Q
Observacion 42 S f es conforme, entonces f preserva los dngulos

Consideremos f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)), f(2) = u + iv, luego ve-

mos que
ou du
D)= | Gy of
o 0y

Teorema 43 Si Q es una region simplemente conezxa (sin hoyos),
entonces siempre existe f : QQ — D biyectiva y analitica, o bien

analitica y conforme



Capitulo 4
Integracion

4.1. Definicién y propiedades
Definicién 44 Un camino o curva reqular es una funcion
v la,b] = C

con deriwada continua y no nula.

Definicién 45 Un cambio de pardmetro es una funcion

g: o, B] — [a,b]

que es biyectiva y con derivada continua tal que g(a) = a y g(5) = b

Ejemplo 46 1)~(t)=(1—-t)p+tq, 0 <t <1

v'(t) = q — p describe una recta desde el punto p al punto q
o7
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2) v(t) = 29+ Re®, t € [0, 27] describe una circunferencia de centro
20 y radio R

3) v(t) = (acos(t),bsin(t)), t € [0, 27] describe una elipse

4) ~v(t) = (acosh(t),bsinh(t)) describe una hipérbola

5)v(t) = a+ bceos(t), t € [a,b] describe una cardioide

Definicién 47 Sea f: Q) C C — C, se define

b
/}wm:/fmmﬂWt

donde 7y : [a,b] — Q es un camino reqular

Proposicién 48 Si existe F' tal que F' = f, entonces

/ﬂwwzmwm—Fw@>

Demostracién. Tenemos que

b
/#@m::/fwmwww
F(y(b)) — F(v(a))

Corolario 49 Si existe F' tal que F' = f y~ es una curva cerrada,

entonces
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Lf(z)dz =0

4.2. Formula de Cauchy

Teorema 50 (De Green) Sea 2 un dominio abierto y conexo, cuya

frontera es reqular, entonces

[mes = [ [ G =5

En notacién compleja el Teorema de Green puede ser expresado co-

mo

/ dz—QZ// 9 dway

Proposicién 51 (Férmula de Cauchy) Sea f analitica en ) con

frontera reqular, entonces

f(z)

9N < — 20

dz = 2mif(20); 20 € 2
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Ejemplo 52 1) / !
jemp A

Podemos escribir la integral como

/7(2—1)1(z+1)dzz/75f)1

analitica en v y considerando zy = —1, la integral

dw donde v es la region de la figura

con f(z) =

toma el valor

2) Si consideramos la integral anterior, pero con la region B, en-

tonces podemos escribir

/ 1 _1(/ 1 / 1 )
522—1 2" J32—1 Jzz+1

con f(z) =1 analitica en 5 la integral toma el valor

S(2rif(1)) - (2mif(-1))) = 0

Teorema 53 Una funcion [ es analitica en ) sty solo st para todo

zg en ) existe una serie de potencias tal que

f(z) = Zan(z —20)" |z — 2] €R

n=0
Demostracion.

(<) Queda demostrado por lo visto antes
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(=) Consideremos la formula de Cauchy

fe) = o [ I

= dw,C(t) = "
5 Cw—zw’ (t) = 2o +re

entonces podemos escribir

1 - 1 1
w—z WA [l-g=0]
1 = (2 —2)"
= Z( 0) |z — 20| < |w— 2
w — 2 “= (w — z)"

asi

YRR Y I« PO A C) N,
f( ) 271_2/0;0( 0) (w—zo)”Hd
~. 1 w
- Z [27Tz' /C (w i(zo))m—l dwl(z — z0)"

n=0 o
o0

= an(z — z)"

n=0

~"

Corolario 54
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4.3. Teoria de indice y homotopia

Definicién 55 Sea v una curva cerrada, de clase C*, y z € C. Se

llama Indice de z con respecto a vy al niumero

Indy(z) = 271ri / (w 1— z)

La expresion anterior es la formula de Cauchy con f(w) = 1. Ree-

scribiendo tenemos que

L [" AW
Ind, = :la,b
ey 27Tz'/a v(t)—z’fy a0 = €

Observacién 56 1) El indice indica . nimero de vueltas”que da
la curva «y en torno a z, si z € Int(7)

2) Si z € Ext(7y), entonces Ind,(z) =0 (por teorema de Cauchy)
3) Si Ind,(z) # 0, entonces z € Int(y)

4) Ind,(z) € Z{0} si z € Int(y)

Definicién 57 Dos curvas cerradas cuyas trayectorias estan en un
conjunto ) se dice que son homdtopas en §) si pueden deformarse

continuamente entre si, sin que las deformaciones se salgan de €.

Esta ltima imgen muestra el caso en que no se cumple la homotopia,

pues ¢ impide la deformacién continua.

Mas precisamente, sea €2 C C y vy v 71 curvas cerradas en €. g
es hométopa a 7, si existe una funcién continua H : [a, b] x [0, 1] — Q

tal que H(t,0) = v(t), H(a,s) = H(b,s)y H(t,1) = y(t),t € [a,b],
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en tal caso se dice que ¢t es una homotopia en €2 entre 7y y v y se

denota vy ~ 71

Teorema 58 (Invarianza del Indice por homotopia) Si Q@ C C

abierto , o y v1 curvas cerradas en €2 tal que vy ~ 71, entonces

]nd%(z) = Ind’h (Z)

Teorema 59 Si vy y 71 son dos curvas cerradas en €2 y o ~ 71,

entonces:

f(z)dz = [ [f(z)dz

g1
para cada funcion analitica f en ).

Demostraciéon. Por demostrar f%\% = 0, eso sigue del teorema

de Cauchy. o

4.4. Teoremas fundamentales

Definicion 60 Un abierto 2 C C se dice simplemente conexo si es

conexo y cualquier camino cerrado en ) es homotopico a un punto

en

Teorema 61 Sea () un conjunto simplemente conexo y sea [ analitica

(u holomorfa) en ) entonces existe F tal que F' = f
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Demostracién. Sea z; cualquier punto en €). Sea z € ). Sea ( un
camino en (2 desde zy hasta z. Definimos F(z) = fﬁ f(s)ds.
I esta bien definida, pues si « es otro camino desde zy hasta z,

entonces

/ f(s)ds =0
Bla)~t
Entonces

y calculamos

/(Xf(s)ds—/ﬁf(s)dSZO
F(z+h) — F(z _ 1

z+h z+h
D) ) < [ s@as—t =3 [ 170-s)las

Sea 0 > 0 tal que |h| < d = |f(2) — f(2 + h)| < € entonces

z+h z+h

z+h c
5[ G- < o [ 1G] <

|ds|
[h] ) [h] )

Afirmacion

1
m/z—i—h\ds|:1

En efecto, sea v(t) = z + th,t € [0,1], un camino de z a z + h

entonces

1 z+h 1 1 , 1 1
— ds| = — H|dt = — [ |hldt =1
W/Z ds| w/o (1) |h|/0 n

Esto prueba la afirmacién y el teorema. o

Corolario 62 Sea f una funcion holomorfa sin cero, definida en
un abierto simplemente conexo, entonces existe una funcion g(z)

tal que
) = f(2)
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0 bien

9(z) = In f(2)

/
Demostracién. Consideremos la funcién LJ;(@)) , holomorfa por
z
hipotesis. Definimos
“f(s)
gi(z) = ds
= )76

es claro que g; no depende del camino, pues {2 es simplemente

conexo. Ademas

por teorema anterior. Sea h(z) := e9(*). Entonces

/
h' =efg; = egli

f
asi
hf—hf =0

luego

hy

—-) =0

(f)
y

con ¢ = cte
Por lo tanto h(z) = c¢f(z) , ¢ # 0 pues h # 0

Asi tendremos

1
f(2) = Lo = enve
C
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Por lo tanto

entonces

Ejemplo 63 1) Sea Q2:=C\{semieje real negativo}. Sea f(z) = 22

Entonces f(z) es holomorfa y sin ceros en {2 simplemente conexo.
Entonces existe log(22). Note que no se puede definir log(z?) en
2 =C\ {0} pues no es simplemente conexo.

2) v/ f(z)existe. En efecto:

Definimos:
VI(z) = et

Recordemos el teorema de Cauchy:

Lf(z)dz =0

si f es analitica y v el borde del camino donde f esta definida.
Nos preguntamos si existen otras funciones (que no sean analiticas)

con la propiedad anterior. La respuesta es no.

Teorema 64 (reciproco del teorema de Cauchy) Si f es una fun-

cion continua definida en 0 y tal que

Lf(z)dz =0

sobre toda la curva en 0 tal que v sea homotopica a un punto.

Entonces f es holomorfa.
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Demostracién. Por hipotesis,

F(z) = [ afw)de

estd bien definida en |z — 29| < r C Q. Ademaés F'(z) = f(z) (existe
la derivada).

Luego F'(z) es holomorfa y por lo tanto:

F(z) = Z an(z — 2p)"

n>0
f(z) =) nay(z—z)""
n>01
entonces f es holomorfa. =

Teorema 65 (Principio del Mdzimo) Sea f andlitica en €, en-
tonces |f(2)| no puede alcanzar su mdzximo en §2, a menos que f(z)

sea constante.

Demostracién. Observemos primero que |f(z)| constante implica

f(2) constante. En efecto. Escribamos:

f(z) =u(z,y) +o(z,y), 2 =2+ 1y

entonces

F(2) = uw,y)* +v(z,y)?

Por hipotesis tenemos

0 2 0 0
0= BIOD 0,2 1 )2
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Asi tendremos que

ou ov
0= U(I’,y)% + U(xa y)%

ou ov
0= U(fc,y)a—y + v(af,y)a—y

Por las ecuaciones de Cauchy Riemman tenemos

ou_ o0
or Oy
y
ou_ oo
oy  Ox
luego
O—ua—u%—v@
- 0z ox
y
0—_@4_ @
B u@x Uax

o bien
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0 u v o

_ gx

v

Ox
Caso 1: u* + v* = 0 (determinante de la matriz).

Entonces |f(2)]* = u? + v* = 0, luego f(z2) =
Caso 2: u? +v? # 0

ou ov
Ent — =0 =0
ntonces pe Y 5r ,
Ademas por las ecuaciones de Cauchy Riemman 8_ =0y 8U 0
Yy Yy

Luego u(x,y) = cte y v(z,y) = cte

Por lo tanto f(z) = cte

Supongamos ahora que | f(z)| alcanza su méximo en €2 y no es idénti-
camente constante. Entonces existe zg € {2 donde | f(2)| es maximo.
Sea v la frontera de un circulo de centro 2, y radio r contenido en

Q) (abierto). Entonces | f(z0 + re?)| < |f(20)| para cada 6 € (0,27).

Luego
1 f(s)
— ds =
f(z0) 271 /7 s — 2 s
1 2

— db

2wt |, f(zo0+ re )
Entonces

<1 - 9)d0
FCl < 5 [ 17+ re)idd <17

lo cual es una contradiccion n
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Corolario 66 Si f(z) es analitica en Q y continua en 0 y si
1f(2)] < M sobre 00 entonces |f(2)] < M en Q, a menos que

f(2) sea constante.

Teorema 67 (principio de reflexion de Schwartz) Sea f(z) holo-
morfa en un abierto 2 con [a,b] C OS2, f es ademds continua en
QUla,b]. Suponemos que f(x) es real si a < x < b. Entonces f
se extiende al dominio Q* = QJQ[a,b] donde Q := {z/z € Q}.
Ademds, en Q se tiene que f(z) = f(Z)

Demostracién. Claramente la férmula f(z) = f(z) para 2z € Q,
extiende f(z) al dominio Q

Para demostrar que f es holomorfa en * calculamos f7 f(z)dz
donde v es una curva en 2* homotépica a un punto. Si v esta en (2
6 Q no hay problema. Luego hay que analizar el caso en que v se
encuentre en ambas.

Separamos 7y en dos caminos. Puesto que la integral sobre cada uno

se anula, se obtiene: f7 f(z)dz = 0.

En efecto
/ f=Ilim + lim /
~y e—0 Yie e—0 ~
Luego por el teorema de Morera, f es holomorfa. o

Observacion 68 Da lo mismo hacer una reflexion sobre el eje real
o bien en una recta cualquiera. Por lo tanto, si f estd definida por

ejemplo en un rectangulo, por el principio de reflexion de Schwartz,
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es posible extenderla a todo el plano. Andlogamente se podria hacer

con un triangulo.

Proposicion 69 (Desigualdad de Cauchy) Sea f(z) una funcion

analitica en C (entera). Entonces

0] < Zarer)

rn
donde M(r) = max|,—|f(2)|
Demostracién. Tenemos por la férmula de Cauchy con zy =0

271 Jo 2t

dz

donde C es el circulo z = re® con r > 0 y 0 < 0 > 27. Se obtiene:

21 7 2 7
yfn(0)|:y”!/0 f(re”) m’ewd9|§n—! fe™) 1o

21 7’”+16i(n+1)9 o 0 rn
| 2m M
< M(T)/ do =" (r)
2mrn 0 rh

Teorema 70 (de Liouville) Sea f(z) una funcion analitica, entera

y acotada, entonces f es constante.

Demostracién. Como f es acotada

o) < L

,rn
donde M = sup.cc|f(2)].

Luego haciendo r — oo se obtiene f"(0) = 0 para n > 1.
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. f10) , /'(0)
Como f es analitica, f(z) = 50 A= f(0) + TR
nz
Luego f(z) = f(0), por lo tanto f es constante. n

Teorema 71 (Fundamental del Algebra) Todo polinomio no con-
stante p(z) = apz" + an_12""1 4+ ... 4 ag con a, # 0 tiene n raices

en C.

Demostracién. Basta demostrar que tiene una raiz (luego se di-
vide por ella y se obtiene un polinomio de grado menor donde se
aplica denuevo el resultado ).

Supongamos, por absurdo, que p(z) no tiene ninguna raiz.Entonces
h(z) = % es analitica en C (entera). Vamos a demostrar que h(z)
(y luegop p(z)) es constante, por lo cual probamos que h(z) es aco-

tada en C y usaremos el teorema de Liuville.

En efecto:
, 1 , 1
lim —— = lim
Z—00 p(z) z—00 Ap 2" + ... 4+ ag
t’n,
= lim =0

t—00 Ay + Ay 1t + ...apt"

Luego, dado ¢ > 0 existe R > 0 tal que |z| > R luego |h(2) =

1
—| <e

p(2)

Por otra parte, si |z| < R entonces |h(z)| < M, pues h es continua
y {z : |z| < R} es compacto . Por lo tanto |h(z)| < e+ M. Luego
h es acotada, entonces h(z) es constante y asi p(z) es constante.

Contradiccion. -
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Teorema 72 (Del Valor Medio) Si f es Analitica en un abierto
y{z:|z— 20| <r} CQ entonces
1 2m

f(20) = o /. f(zo + re)db

Demostracién. Usamos la formula de Cauchy

1 f(z)

2T Jo 2 — 29

f(z0) =

donde C es el circulo z = zg + re'? con 0 < 6 < 27.

Entonces , _
1 Wf(zo_l_rezﬁ) y
= — ——1ie"dl
f(20) 27 J, il rie
1 2m .
= — f(z0 +re®)do

2 0



Capitulo 5

Polos y residuos

5.1. Desarrollo en serie de Laurent

Teorema 73 Sea f(z) una funcion analitica en un anillo (o coro-
na) r < |z — 2| < R.Entonces f(z) se puede representar por una
serie de la forma

f(z) = Za (z — Zo)n+z—bn

! (z —2zo)"
n>0 n>1

que converge uniformemente en compactos de ese anillo. Ademds:
1) La primera serie converge en |z — zp| < R

2) La sequnda serie converge en |z — zg| > r

Demostracién. Sean v; y 79 circulos de radios ' y R’ respectiva-

mente, con r < 1’ < R < R.

74
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Por la férmula de Cauchy en el anillo ' < |z — 29| < R’ se tiene:

1A,
27 7(s—z)d

1 1/
27 (s—z 2

flz) =

con vy =% —m

Procedemos ahora como sigue:

En s:
1 1 1 1 1 (2=
_ — = — (2—2z
(s—2) s—z+z20—2 s—zol—ij—ig nZO(S—ZO)M]L 0
Entonces
1
2m,/7 dS—Zanz—zo
n>0
En ~q:
1 B 1
s—z  s—z + 20— 2
B ] 0 01
zol—z(1+j()_—_zg)
- 20— 2 (1—22)
o —1 Z (S—Zo)n
B 2= (z—2—07)
a 1
= s —zp)'——————
;( )(Z—Zo)”Jrl

para |s — zo| < |z — 20
Integrando término a término, lo cual es justificado por la conver-

gencia uniforme sobre compactos de la serie, se obtiene:
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! /(5) = = s s—z"s—l
271 /71 (S—z)ds B Z<27T7j/ f) 0)"d >(z—zo)”+1

— 1 A n—1 1
= Do [ S0 =0 =

Esto prueba el teorema.

Observacion 74 De la demostracion del teorema anterior se nota
que:

b, = ﬁ ; f(s)(s — z)*'ds
con k=1,2...
Hay tres posibilidades :
)by = 0 para todo k = 1,2.... En este caso, la funcion es analitica
en |z — 2| < R

2)bi. para todo k > m. En este caso

—b—m L a aj\g — =z
f(z)_(z—zgl)Jr"'(z—zo)Jr 0+ ai( 0) + ...

y se dice que f(z) tiene un polo de orden m en z.

Ademas :
b—m 4+t L
(z—2z0)™ 7 (2—2)
se llama parte principal de f y
1
by = i S f(s)ds = Res(f, z)

se llama residuo.
3) Hay infinitos by # 0. En este caso se dice que f tiene una singu-

laridad esencial.
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Ejemplo 75 1) Desarrollo de f(z) = COS?)Z en torno a zy =0
2
_q 22 4
COS 2 9 + Tl +
Entonces
1 1 z 28
f) = 5t

Luego f(z) tiene un polo de orden 3 en z —0 =0
2) Desarrollo de f(z) = e'/* en torno a z = 0.

un 2 3
Z =ltut 5 —- 5 + .
>0
Entonces
ol _ 1 1 1 1
+ — +222' —f-ﬁ—l-...
Luego e'/* tiene una singularidad esencial en zy = 0

Teorema 76 (Casorati-Weierstrass) Sea zy una singularidad es-
encial de f(z). Entonces la imagen de cualquier vecindad de zy es

densa en el plano complejo C. Es decir, f(D(zy,r)) =C

Demostracién. Supongamos lo contrario. Entonces existe un ¢ >

0e>0yw e C tales que |z — 25| < 9 entonces |f(z) —wy| > €.

Consideremos

_f(Z)—wo

Claramente h es analitica en D(zp,€). Pero como h es acotada

[h(2)] < 1; se tiene que h(z) es también analitica en z, (Tiene un



CAPITULO 5. POLOS Y RESIDUOS 78

desarrrollo en serie de Laurent y si tuviera un numero infinito de

potencias negativas, entonces no podria ser caotada

h(z) = bo+b1(z — 2z — ba(z —
(2) (z—z—0)2+(z—zo)+ 0+bi(z—2—0)+bo(z—20)" +
y |h(z)| < % para todo z € D(z,4), luego b_y = b_y = ... = 0.

Entonces

h(z) = by + by(z — 29) + ba(z — 29)* + ...

luego h es analitica en z

1
by + bl(Z — Zo> + bQ(Z — Zg + )

f(z) —wy =

= cotc(z—2—-0)+ ...
Entonces f(z) = wy+co+c— 1(z — 29) + ... .Asi f es analitica en
zp. Contradiccion.

Otro caso es que

1
by (2 I 20)" + bpi1(2 —1z0)”+1 + ...

f(z) —wy =

bu(z = 20)" (1 + %2 (2 — 20) + ...)
1
— m(CO + Cl(z — ZO) + )

Co n 1 I
b—n(z—20)" bp(z—z)" 1
Asi f tiene un polo de orden n en z,. Contradiccion S

Luego f(z) = wy +
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Definicién 77 Una funcion f se dice meromorfa en ) si es el cuo-

ciente de dos funciones analiticas, esto es: f = § donde q # 0

Observacion 78 Las singularidades de una funcion meromortfa,
corresponden a los ceros de q (pueden ser polos o singularidades
esenciales).

Note ademds, que los ceros de una funcion analitica son discretos.
En efecto: Sea zy € Q2 tal que f(z9) = 0, entonces existe una vecin-

dad de zy tal que

f(z) = Zan(z —20)" = a1(z — 20) + as(z — 20)* + ...

n>0

Sea ng el primer entero tal que a,, # 0 entonces

f(z) = (2 = 20)" (@ny + ang1(2 — 20) + ...)

~N"

9(2)
Por lo tanto hay una vecindad de zy donde f(z) # 0 excepto por z.

En efecto : Sea z, — Zy tal que f(z,) = 0. Entonces

0= f(zn) = (20 — 20)"9(2n)

Asi g(z,) = 0 para todo n . Luego g(z,) = 0. Contradiccion.
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5.2. Residuos

Teorema 79 (De residuos) Sea f meromorfa en Q. Sea K com-

pacto en £ con borde . Entonces

1 n
Tm[f(z>dz = ;RBSU’ 2i)

Observacion 80 Hay solo un numero finito de singularidades en
K.

En efecto, si hubiese una sucecion de singularidades, esta tendria un
punto de acumulacion en K y luego en ), digamos z*. Pero z* tiene
una vecindad D(z*, R) \ {2}, en la cual f es holomorfa, lo cual es
una contradiccion pues en esta vecindad siempre habran puntos de

la sucesion de polos y por lo tanto f no puede ser holomorfa.

Demostracion. Sean C; pequeos circulos en torno a z;. La funcion

f(z) es holomorfa fuera de la union de sus discos.

Por el teorema de Cauchy
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p(2)

Proposicién 81 Si f(z) = e meromorfa, es tal que p(zy) # 0,
q(z
q(z0) =0 y ¢'(z0) # 0. Entonces
p(20)
Res(f, z0) =
(20 q(zo)

Demostracion.

q(z) = q(20) + ¢ (20)(z — 20) + ... = ¢ (20) (2 — 2 = 0) + ...

Entonces
(Z - Zo)p(z)
(z—20)f(2) = // |
q'(20)(2 — 20) + q (ZO)(ZQ—' z—0)
— p(2)
q'(20) + d (ZO)(; — 20) N
Luego
, —cT 2) = p(z)
lim (== 2 = 0)f(2) = 22

Por otra parte

f(z) = ¢ +ag+a—1(z—z) + ...

Asi
(z—20)f(2) = a1 + (z — z)ap + a1(z — 20)* + ...

Luego
lim (2 — z0)f(z) =a—1= Res(f,z—0)

Z—20
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Por lo tanto

Res(f, zy) =

Ejemplo 82 Calcular el residuo de tanz en zy = 7/2

sin z
, donde

Tenemos que tan z =
COS 2

sin(m/2) =1#0

cos(m/2) =0
Yy
—sin(mw/2) = —1
Asi tendremos que
Res(tanz,m/2) = —Ll =—1

Observacion 83 95ila funcion f del Teorema de Residuos es, ademdas,
analitica en todo punto del plano exterior a C' entonces, en vez de

calcular .
/ f(2)dz = QWiZRes(f, 2;)
¢ k=1

podemos calcular

/Cf(z)dz = QWiRes(éf(l), 0)

z
En efecto. Primero hacemos el desarrollo de Laurent de f en torno a
z = 00. Por definicion esto significa que debemos hacer el desarrollo
en serie de Laurent de f(%), en torno a z = 0; digamos

1 a_ a_
f(=) = —22 + — +ag+ a1z + agz® + ...
z z z
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si |z| < R, de manera que
fw) = a_sw® + a_jw + ag + a1z + agz® + ...

si lw| > R, es el desarrollo en serie de Laurent de f en torno a
z = 00.
En particular, note que siempre el desarrollo en serie de Laurent de

f en torno a z = oo tiene entonces la forma:

b_ b_
Fw) = o+ —2 + — + by + byw + byw + ...
w w
si lw| > R. Ademds por definicion Res(f,00) =0b_1.
1,1
Construyamos ahora la expresion —Qf(—) a partir de la expresion
2%° "z
anterior:
1 b b
f(E) = oAb bzt bt —+ =42 <R
2z z oz
asi
1,1 b1 by b
—f(-) = .. +bo+—+—=+—=+.. <R
/) oot —+ S+ S+
Luego
1,1
Res(5f(2),0) = by = —Res(f(2), 0)

Ahora notemos que

/Cf(z)der/_Cf(z)dz:O

/Of(z)dz = —/_C f(2)dz

Luego
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Pero tenemos que

/ f(z)dz = 2miRes(f, 00)
e

Por lo tanto

22

/Cf(z)dz = 2miRes(f,00) = 27riRes(§f(i), 0)

que era la afirmacion.

5z — 2
Ejemplo 84 Consideremos f(z) = (Z D analitica en todo z ex-
2(z —
terior a |z| = 2.
Entonces
1, z(5b—22)
f(;) 1=z
luego
1 (1) 5 —2z
22727 z2(1—2)
ast

9
/ O~ mi(5) = 107
cz(z—1)

Teorema 85 (Principio del Argumento) Sea f meromorfa en el

interior de . Sea ay, as, ...a, los ceros de f y by, bo, ...b, los polos de

f.

Entonces

L F(2) ff/((ZZ)) dz = Z F(a;) + Z F(b;)
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Para cada funcién holomorfa F(z).
En particular, si F(z) =1 se tiene:

RN NG
2mi ), f(2)

dz = (n—m)
Demostracién. Sea o uno de los puntos a; o b;. Tenemos
f(z) =ay(z—a)’(1+bi(z — @) + ...)
donde v es el orden del cero o polo en a; o b; con v € Z. Entonces:
f1(z) =va,(z — )"t 4 ...

Luego

Asi
f'(z) _ vF() /
F(z) ) o) vF' (o) +
Vemos que ’
Res(F ) ,a) = vF(a)

L pe) g S Py — S )

2mi J, f(2) i=1 i=1
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Observacion 86 Ya que

1 1
Ind,(z) = / dw
T

271 — 2z

Entonces

Ast

Y se llama el numero de vueltas o numero de rotacion de f alrededor
de ~.

Por lo tanto, el Principio del Argumento dice que
Indjo,)(0) =n —m
En particular, st f es analitica
Indyo,)(0) = n

Ast, el Principio del Argumento dice que cunado la componente
encerrada pory estda enteramente contenida en el dominio de analiti-
cidad de f, el nimero de vueltas que da f alrededor de v coincide
con el numero total de ceros que pesee f en esta componente, con-

tando cada uno de ellos tantas veces como indique su orden.
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Teorema 87 (de Rouché) Sea C' el borde de un dominio S y sean
f y g analiticas en §) tales que |f(2)| < |g(2)| para z € C. Entonces

f(z)+g(z) y g(z) tienen el mismo nimero de ceros en (2

Demostracion. Tenemos en ('

\Z|<1
g

/ (L)
f:()
Cl—f—g

pues la imagen de C' bajo 1+ g(z) estd en el disco D(1,1) .Luego

Entonces

f'9—1d _
c(1+ 5) g°
esto es
., !
f9—-rg (5.1)
c g+ fg
Por el Teorema anterior, basta demostrar que
f/ + g/ B g_/
cf+g c9
esto es
g/
fracf'+df+g—==0
C Y
o bien

=0

L/fb+gg gf—4qy
(f+9)9
que es precisamente 13,2. Esto prueba el Teorema.
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5.3. Calculo de integrales

Hemos visto que si f(z) es analitica y tiene un polo simple (orden

1) en 2 entonces
¢(2) = (2 = 20)f(2)

tiene una singularidad removible en zj, luego tomando limite ten-

€Imnos

Bz0) = lim (= — 20)f(2)

Z—r20

Por otro lado, como ¢(z) es analitica en el interior y sobre una curva

cerrada en torno a zj se tiene por la férmula de Cauchy

¢(2) dy — L f( Ydz = Res(f, z)

21t Jo 2z — 2 2mi

Cb(zo) =

Asi, si f(z) tiene un polo simple en zj, entonces

Z—r20

/ f(z)dz =2mi lim ((z — 20) f(2))
c

Si f(2) tiene un polo de oredn k en 2y, se puede definir

0(2) = (2 — 20)" f(2)

(20) = lim (z — zo)”kf(z)

Z—r20

Entonces ¢(z) es analitica en una regién y tenemos

fb(k_l)(zo):(k—.l)!/( o) dz = k- 1) /f (k—1)!'Res(f, z0)

271 z— zo)¥

Entonces

271 , 8(k—1)((z — 5 )f(Z))
/Cf(z)dz ~ (k—1)! zh—gt 32(1@1;)
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de donde

O D((z — 20)* f(2
Res!(f.20) = G—; lim (e — ) f(a)

5.4. Aplicaion del Teorema de Residuos

Sea Ay(z) y By(z) dos polinomios de grado p y q respectivamente.
Ap(2)
_ By(2)
Sea g la semicircunferencia yz(t) = Re'; 0 < t < ¢. I) Suponga

Sean (ay) los ceros de By(z) y sea: f(2) =

que B,(z) no tiene ceros reales y ¢ > p+2. Si R es p suficientemente

grande, se tiene por el teorema de residuos que:

R
/_Rf(x)dx + [ f(2)dz =2mi Z Res(f,a;)

Im(a;)>0

Se sigue que:

+Oo f(z)dx = 2mi Z Res(f,a;)

Im(ai)>0

Justifiquemos que: / f(2)dz — 0, cuando R — oo. Ocupamos el

L. TR
siguiente lema.

Lema 88 Sea g(2) continua en {z = pe'?;p > Ry; 01 < 0 < 0y}, Si

ocurre que lim g(z) = 0, entonces:
Z2—00

lim g(z)dz=0

R—o0 R
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Veamos, por ejemplo:

A

5 p(2)
B,z

polinomio de grado p + 1
polinomio de grado ¢

2f(2) =

= polinomio de grado p+1 — ¢

1
~ — — 0 cuando z — o0
z

Demostracién. Sea el camino vz(t) = pe con t € [0y, 6,]. En-

tonces:

02 ' .
| / gz | = | [ glpet)picdt
YR 91

92 )
< /9 | g(pe) | dt

— 0 Cuando p tiende a oo

+00 2

Ejemplo 89 Demostrar que /oo ] i x4dx = % Solucion: Sea
22 = As(2) y 1+ 2 = By(2). Entonces:
22 As(z
fo) = gy = 222
1+ =2 B4(Z)
Las races de By(z) = 1+ 2* tal que, 2* = —1, son:

- T 3 5im Tim 2
Sl . — s . — A — A 4 . z
21 =¢€Tzg=€1 ;z3=¢1 ;2 =¢€1.Ademds, f(z) = (z—21)(z—22)(2—23)(2—22) °

Luego, los residuos de cada singularidad que estd dentro de la semi-

circunferencia son:
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Res(f,z1) = lim(z — z1)f(2)

Z—r21
_ opla) _ A _ 11
q'(z1) 4z} 4z
o l —T7
= €1

Por otro lado, el residuo de f respecto a la sequnda singularidad es:

]_ 73171'
T4

Res(f, z) =

. oo g2 270, ~mi —3mi T
) Tyalrs gl tetl=5

IT) Suponga que B,(z) no tiene ceros reales y que ¢ > p+1y A > 0.

Entonces por el Teorema de Residuos, para R grande, se tiene:

/R fx)e™de 4+ | f(2)edz = 2mi Z Res(f(2)e™, a)
-R YR

Im(ar)>0

Se sigue que:

+00

f( )eM = 2mi Z Res(f(2)e™, ay).

Im(ax)>0

Lema 90 Sea g una funcion continua en un sector del semi-plano
supeerior {z = pe?? /p > Ry: 01 < 0 < 0y, donde 0 < 0 <0y < 7. Si

lim g(z) =0 y A > 0, entonces:

Z—>00

lim g(2)e™dz =0
R—o0 R

Demostracién. Sea yz(t) = pe'’; con t € [0y, 05]. Entonces:
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. 92 . . Z .
2)eMdz | = e e pietdt
g g\p P
TR 61

< / ’ ‘ g(peit) H ei)\p(cost—i—sint)pieit | dt
61
2 . . . .
— / ‘ g(pezt) || ezApcost H e—Apsmt ‘ 0 ‘ iet | dt
61
02 . .
= [ latpety | pe
61

y pe st 5 (0 cuando p — oo, siempre que Apsint > 0, pues

t € [01,02] C [0, 7]. Luego:
02 ' '
/ ‘g(pezt) | p€_>\p8mtdt N 07
01

cuando p — o0. 0

COSx iz

400
Ejercicio 91 C’alcular/o C 1)2dx. Usar f(z) = =

Z24+1)2

2m
[1T1) / R(senz, cosx)dz, donde R(x,y) es una funcién racional de
0

dos variables reales, se puede escribir como:

22—z z+z, 1
R —d
/,Zzl T Rt

y esta ultima se resuelve con ayuda del Teorema de Residuos.

21
1
Ejemplo 92 Calcular I = / ——, cona > 1.
0 a-+cosx



CAPITULO 5. POLOS Y RESIDUOS 93

Solucion: Ocupando que cosx = %z, entonces:
27
1 1 1
L S T
0 a+ cosx l2j=1 @ + 55512
B dz
|2]=1 (a + % + %) 12
2 1
= dz

i 2j=1 202 + 22 + 1

Notar que: 22 +2az+1 =0 & z = —2ekvdad ”24“2"1:—@:{: a? — 1.

Luego:

IV) Supongamos que f(z) = gpgzg tiene un polo simple aq sobre el

eje real. Sean ¢ > p+ 1y A > 0. Dados, R > 0y 0 < ¢ < R,
denotamos por yr. la frontera de la regién limitada por el eje real
y las semicircunferencias yr y ag + 7. orientadads positivamente.
Para R suficientemente grande y ¢ suficientemente pequeo, le Teo-
rema de Residuos proporciona:
(2)e™dz = 2mi Z Res(f(2)e™, a)
TRe Im(ag)>0

Se sigue que:

400
f(x)e™dr = 2mi Z Res(f(2)e™*, ap.)+imRes(f(2)e™*, ap)
0 Im(ag)>0
Demostracion.
(2)eMdz = / f(2)e™d +/ f(2)e™dz
TR,e -R Ve, 0

+ f;;g f(x)edx + Jn f(z)e?dz
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Por el lema visto anteriormente, la Itima integral es 0.

Probaremos que h’n& g(z)dz = —imRes(g(2), ap).
e—
Ve, 0
En efecto, como z = ag es polo real simplre de g(z):

b
g(z) = € —lao) + by + bi(z — ag) + ba(2 — ag)® + ...

Y consideramos:

(Z — CLO) = bo + bl(Z — CL()) + bQ(Z — a0)2 + ...

Luego, h(z) es analitica en z = ag, 0 sea, z = ay es singularidad

reparable de h(z). Por lo tanto, existe M > 0 tal que:

| h(z) |[< M | z—ap|< 1
Luego:
[ v [ e
Ve,0 |'Y€,0|
S M | 7&‘,0(1’-) ‘ dt
"YE.,O|
= M | eie™ | dt
"YE,Ol
= Me = Mem
|78,0|

Por lo tanto lim / h(z)dz = 0 Entonces, volviendo a nuestro prob-

e—0 Ve

lema incial, de probar que h’r%/ g(z)dz = —imRes(g(2), ap), ten-
e—
Ve, 0

€110Ss:

1
h’m/ g(z)dz = blim dz
Ve 0

e—0 e—0 L0 % Qo

2

= Res(g(z),ap) lim dz

e—0 Ye.0 z — CLO
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Donde:
, 1 A T |
lim dz = lim —cie dt = —im.
e—0 Ve Z — Qy e=0 /. €e
Luego, la igualdad queda demostrada. o

SN T

dr = —
2

+0o0
Ejercicio 93 Demostrar que/
0 i
400
V)Consideremos / 2 f(z)da ;0 < a < 1. Suponemos que
0
f(2) no tiene polos en (0,00) y que se cumple: a) lim | z*f(2) |=0
Z—00
b) lim | 2*f(z) |= 0.
z—0

Entonces:

/00 " f(x)dr = 12—7;;% Z Res(2* 1 f(2), ap).
. _

ak;ﬁO

Siendo 2%7! = el@=11oe:(2) donde log,(2) es la rama del logaritmo
definada en C — [0, 00| con 0 < 6 < 27.

Demostracién. Consideremos la siguiente figura, més conocida
como la cerradura:

Por el Teorema de Residuos, tenemos que :

(2)2* 'dz = 2mi Z Res(f(2)2°7 1, ay).

YR,re (lk7£0
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Entonces:

(2)2% tdz = /er(:c)x“_lda:Jr/ f(2)2" dz

YR,r.e . TR
- / f(z)(xe®™) " da + (2)2° dz
R Yr
R R .
= / f(:c):c“_ld:c—/ fx)zte?™ da
+ / f(z)za_ldz+/ f(2)z" tdz
VR PG
= (1—62”“)/ f(z)z* 'dx + (z)za_lder/ f(2)2" d
r TR Vr
Donde:
|| 27N f(2)dz | = | [T RV f(Re') Rietdt |
TR
2m
= | ROf(Re™)e™idt |
O
< / | R*f(Re™) | dt — 0 cuandoR — oo
0
Esto ocurre, ocupando la primera propiedad: lim | z*f(z) |= 0

Z—r00

Andlogamenten y ocupando ahora la segunda propiedad:

/ 2 Hf(2)dz — 0 cuandor — 0

Tr

. Ya que el lim | 2°f(2) |[=0. =
z—0

5.5. Formula de Poisson

Recordemos que D = {2z € C: |z| < 1}.

Sabemos que si f es analitica en D, entonces por férmula integral
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de Cauchy tenemos

J(z) = 271m' L (zi(iv)z)dw

siempre que |z| < 1 donde y(t) = € con 0 < t < 27.

Sea z1 = %, con z € D. Entonces

1w
0_27ri/7(w—z)d

De lo anterior obtenemos que

16 = o= [ A0 1.L(fw du

27 ), (w — 2) 271

- 1.]( L f(w)dw

271, 5

Py o
B 27Tz'/7(w—z)(w2—1)f( )d

Ya que
1 1 (w—1) = (w—2) z—% 2|7 — 1
w—z_w—% (w—2)(w— 1) (w—2)(w—1) (w—2)(wz—-1)
Luego
1 27 2 1 '
/) omi Jy (et ‘Zz|)(e“z 1)f(elt>wltdt

1 2w 1_ ‘Z|2 "
= — ‘ : “dt
27 /0 (e7tz — 1)(ez — 1)f(6 )

0

Si ponemos z = re con r < 1y 0 € [0,27], entonces

frety = 2 [T 2 et

2r J, le~itrei? — 1|2
1 [ 1—q? i
B %/0 |ret0=1) — 1|2f(6 at
1 2T )
= P.(6 —t)f(e™)dt

27 Jo
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1 — 2
donde P, (z) L 5 v es llamado nticleo de Poisson.

- 11 — ret|
Observemos que un céalculo da

B 1— 72 B 1— 72 B 1— 12

T =re)2 (1 —reir) (1 —re) 1 —r(e i 4 eir) 4 2

P, (x)

Notemos que P,(x) € R para todo z, luego si u = Ref, entonces

u(re’) = L /QWPT(Q — t)u(e")dt

T Jo
Ademads, notemos que P.(z) = P,(—x) y periddica en x de periodo
27. También P.(z) > 0 para r < 1.

Lo anterior podemos generalizarlo a un disco D(zy, R)

Teorema 94 (Foérmula integral de Poisson) Sea f analitica en D(zg, R)
y continua en D(zy, R). Entonces si z = zg +re" con 0 <r < R

_1
o

f(2) /0 ' P.(0 —t)f(20 + Re™)dt

St u = Ref, entonces

) 1 [?7 ‘
u(zg +re?) = — / Po(0 — t)u(zo + Re™)dt
0

2m

La féormula anterior expresa que el valor de una funcién analitica en
un punto interior de un disco es igual al promedio ponderado (por
un peso) de un valor en el borde. El peso en cuestion es el nicleo
de Poisson.

Tomando f(z) = 1 para todo z obtenemos lo siguiente
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Corolario 95
1 271'

oy i P.(t—6)dt=1

Una aplicacion de la formula de Poisson es que podemos resolver el
problema siguente

Problema de Dirichlet:

Resolver

Au(z,y) =0

en 22 + y? < 1, con condiciones de borde dadas por

u(z,y) = g(z,y)

para 22 + y? = 1, donde ¢ es continua.
La respuesta a este problema es (en coordenadas polares)

1

u(re'?) = Dy
T

/027T P.(0 —t)g(e™)dt

con 0 <r < 1.
Demostracién. Primero veremos que u es la parte real de una
funcién analitica. Luego, Au = 0 segtin sabemos.

En efecto, sea

1 [Tetrz
- : "Nt
f6) = 5 | Gl
1 /w+z ( )d
= w)dw
271 w—zg
1 w 1

= — — d

211 ]Jw—z w)g(w) v

_ 1'/2g(w)dw_L/g(w)dw
211 W= Z 271 Y W
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donde ~y(t) = €',

Luego f(z) es analitica en |z| < 1, ademas

1 (7 etz
R = — Re(— " dt
56 =5 [ Rl Dt
donde si z = re’, entonces tendriamos
et + z 1—|z[? 1— 12
Re(— = — = . =P.(0—t
e(ezt _ z) 1—ze 2 |1 — rel0-0p2 ( )

Esto prueba que Ref(z) = u(z) con z = re, luego Au = 0.
Veamos ahora que u(e?) = g(e) (se satisface la condicién de bor-
de).

Sea 0 < r < 1, entonces veremos que

lim u(re®) = g(e”)

r——1
con 6 € [0, 27].
En efecto
) ) 1 o ) 7
ure) = gfe) = 13- [ PO =ale)it = g(e”)
1 2w _ _
~ I [ PO= 00l — gl ar
1 27—0 ; - ;
Iy [ P)EE) - o)
17T —0

1 [ . .

< 5o | P@lg(e®) - g(e)ds
™ -7
1 /9 . .

= 57 [ P@lo(e®*) — g(e"lda
1 , :

¥ P (2)lg(e ) — ()
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donde, dado € < 0 se elige 6 > 0 tal que |g(e’"*®)) — g(e?)] < €
para cada 6. Si |z| < 0 (por continuidad de la funcién ¢g dada la

hipdtesis), luego
5
L<— P.(x)dz <€
21 -5

Ademas notemos que

PT 0 1(0+x ]
e [ g — glet)jas
T Jal2s

En efecto, notemos que P, (x) < P(0) si || >dypi <z <.

Asi
PT’ 0 " 1(0+x 1
Bos B0 [ jg(eoe) — g(e) e

27T —pi

9+x))|

Sea M = max_<p<x|g(e’l , entonces

IQ < QMPT((S)
Si hacemos r — 1—

’ 1—1r? 0 0
1m = =
r—1-1—2rcos(6) +r%2 2 —2cos(9)

Esto prueba la afirmacion. o

5.6. Formula de Jensen

Sea f analitica en € tal que D(0,1) C .
Supomga que f tiene un logaritmo en €2, esto es log f(z) es analitica

en €2, entonces aplicando la férmula integral de Poisson a Re(log f(2)) =
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log(|f(2)]), obtenemos

1

2T _
log | ()] = 5 / (0 — t)In | f(c")dt

conz:ei9y0§r<1.
Ahora, si f tiene ceros en D, log f(z) puede no ser analitica. Sin em-
bargo, se puede modificar la férmula anterior para tomar en cuenta

los ceros de f. Esta es la llamada férmula de Jensen-Poisson.

Teorema 96 (Férmula de Jensen-Poisson) Sea f analitica en D y
suponga que f(z) # 0 en OD.
Sean ay,as, ...a, los ceros de f en D.

Entonces

Z— a; 1 [ it
— P.(0 —1)l dt
g [ PO Dlegl ()

log|f(2)| = > _log|
j=1

n
Demostracién. Sea g(z) = f(z) H
j=1
Recordemos que para cada a; con |a;| < 1

1—ajz

para [z| < Ry R < 1
2 — aj

z — a;
es una Transformacion de Mobius que lleva D en D Y 0D en 0D.
Entonces
1 1— a;z
¢ai(%) - z—a
y

1
¢ai(%) =1
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Haciendo el desarrollo en serie de Taylor
f(2) = ap(z —a)* + ...

con ¢ # 0.

Entonces
f(2)

(Z — a,l-)k

es analitica en z = q;.

=cp + Ck+1(z — ai) + ...

Por lo tanto g(z) es analitica en ID(0, R) y no tiene ceros alli.
Admis |g(e)| = [f(e")], ¥

1 2 ’
Inlg(2)] = 5~ / B0 — t)lu|g(e™)|dt

Luego de lo anterior tenemos que

2T
In|f(2 |+ln|H i/ PO — ) In |g(e™)|dt

—a] 27 Jo

luego tenemos

In|f(z)| = Z| o | "P(0— t)In lg(e")]dt

1—aj
— Z ’Z_aj| L /%P(Q—t)ln\f(eit)\dt
\1—a]z| '

El caso particular en que z = 0, se conoce como férmula de Jensen. =

Teorema 97 (Férmula de Jensen) Sea f analitica en D y suponga

que f(0) Z0 y f(2) #0 en OD.



CAPITULO 5. POLOS Y RESIDUOS 104

Sean ai,as, ...a, los ceros de f en D, repetidos de acuerdo a su

multiplicidad. Entonces
n 1 27 ’
mWW:ZmW+%/hWMWt
j=1 0

En efecto, en este caso, r = 0, luego

1—r2

B = mep

entonces Py(x) = 1, de donde sale el resultado usando el teorema

anterior.

Observacion 98 Las formulas anteriores son importantes en la

teoria de funciones enteras (f analitica en C)

5.7. Automorfismos del disco unitario

Denotemos D = {2z € C: |z| < 1}

Lema 99 Sea f : DD — D analitica tal que f(0) = 0.
Entonces

i) |f(2)] < |2] para todo z € D y [f/(0)] < 1

i) f'(0)| = 1, entonces f(z) = az, donde |a| =1

Demostracion.

i) Por la hipotesis

f(z) = f(0)+ f(0)z+ f(0)2% + ...
= f'(0)z + f"(0)2
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para z € D.

f(2)
z

Sea z € D tal que |z| =7 < 1, entonces en {z : |z| < r} se tiene de

Entonces g(z) = = f(0) + f"(0)z + ... es analitica en D.

acuerdo al principio del maximo para g

4 w 1 1
‘f( )| < Sup|w|=7“‘m| < Suplwlzr_ = —
< w lw|

Haciendo ahora r — 1— se obtiene |f(z)| < |z| para todo z € D.

Por otra parte, si g(z) = @ = f'(0) + f"(0)z + ..., es claro que
f(z)

'(0)] = lim |—~*| < 1
7)) = im |72} <
ii) Supongamos ahora que |f(z)| = |20| para algin zy # 0y 29 € D,

entonces |g(zp)| = 1 con |z| < 1.

Pero |g(z)| <1 para todo z € D. Luego el maximo se alcanza en 2
que esta en el interior de ID. Por el principio del maximo, debe ser
g(z) constante, digamos ¢(z) = a con a € C, entonces f(z) = az
con a € C. Pero |z = |f(20)| = |al|z0|. Asi |a| = 1.

Por otra parte, supongamos que |f’(0)| = 1. Entonces como ¢(z) =

fz) _ f'(0) + £"(0)z + ..., tenemos que

9(0)] = [(0)] =1

Asi, ya que |g(z)| < 1 para todo z € D concluimos otra vez que el
maximo se alcanza en 0 que esta en el interior de ID. Igual que antes

llegamos a la conclusion. S

El resultado anterior dice que si f : D — D es analitica tal que
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f(0) =0, entonces f

~

z) =az con |a| < 1.

Por ejemplo f(z) =

DO | W

Se puede generalizar el resultado anterior para f : D — D tal que

f(a) = 0.

Um ejemplo de tal funcién es el siguiente f(z) = S

1 —az
En efecto, es claro que f(a) = 0. Veamos que f(ID) C D. Para esto

con |a| < 1.

basta ver que
f{zeC:lz|=1}) C{zeC:|z] =1}

Veamos, sea z tal que |z| = 1, entonces 22 =10 z = % de donde

1 1 _ _ _
|z —a| =|z —a| =|z(1 -Za)| = |2(1 — Za)| = |2]|1 — aZ]
Z Z
entonces
z—a |z — al
p— p— p— :1
TE =l = o = e

Esto prueba la afirmacion.

Note ademds que f es invertible (1-1) ya que, de hecho

-1 o w4+ a
/ (w) 1+ aw

y es evidente que es practicamente igual a f, exvcepto que a es
cambiado por —a de modo que f~1(D) C D. Asi D C D y luego

f(D) =D, esto es f es ademas sobreyectiva.

Z—a
1—az’

Observacién 100 Si denotamos ¢,(z) = vemos que ¢, =

P—a
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El resultado siguente dice que toda funcién bianalitica de D en D

tal que f(a) =0, tiene la forma anterior.

Teorema 101 Sea f : D — D analitica y biyectiva tal que f(a) = 0,

entonces existe ¢ € C tal que |c| =1y

Z—a

f(z) =

=C —
1 —az

Demostracion.

Note que g = fo¢_, , g(0) =0y g(D) = D.
Por lema de Schwarz |¢'(0)] < 1.

Ahora
9'(2) = f(d-a(2))9 ,(2)

entonces

g(0) = f'(¢-a(0))p-a(0) = f'(a)(1 — |a]*)
o (1+3) —a(z—a) _ 1-|aP

/ U +4az)—-alz—a — la

S e E R G 9

Por lo tanto
@< =

Luego |R/(0)] < 1.

Calculamos
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entonces

1'(0) = ¢,(fH(0)(f71)'(0) = ¢ (a)(f ) (0)

/ 1— |CL‘2 , 1 — ‘CLlQ
Notemos que ¢/ (z) = i —52)2’ por lo tanto ¢/ (a) = 0P _
! 1 —1\/ , 1
o entonees [g e (O < Ty ast {779 (O) < 1-
|af?.

Ahora f7!(f(2)) = z, entonces (f 1) (f(2)) f'(z) = Ly (f ) (f(a)) f'(a) =

1 1 1
— s 2 [f(a)| =] | >
1 —faf? (f=1(0) — 1—Jaf?
entonces
1
/ _—
@) = 1=
Con lo anterior podemos ver que
1 —af* _

g'(0)] =1f'(a)(1 — |a]*)| =

L—lal*
Por lema de Schwarz ¢g(z) = ¢z con |c¢| = 1, entonces

fog_u(z)=cz

con |c¢| =1y asi

f(2) = cha(2)



Capitulo 6
Ejercicios
6.1. Ejercicios resueltos
1+ 2 1 1+iz

1. Demuestre que Arctan(z) = %ln( — ) = % n(
i—z i

).

1—1z

Solucién:

Sea w = arctan(z) entonces

tan(w) = z & sin(w) = Z.
cos(w)
Asi, tenemos
e —e ™ = (e e W)y
& 2 —1 = e®y 4z
o p2w 1 ‘H:Z
b= +i
iz
& w = —lIn
21 (1 — zz)
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Note que:
1+1z _i—z
1—iz i+2
Entonces
1+z. 141z 1+ z 1+1z2
n((i_z)(l_iz)) H(Z._Z)+ n(l_iz)

1
Multiplicando por — obtenemos finalmente
i

1 14 1 : :
g —|—zz): . ln(z.+z):31n(z.+z).

21 1—1z 1 11—z 2 11—z

2. Sea f(z) = \/|ry| (2 = x + iy). Demuestre que valen las
ecuaciones de Cauchy Riemann en z = 0 pero que f/(0) no existe.

Justifique.

Solucion:

Sea f(x) = /|ry| = u(z,y) + iv(x,y), donde u(z,y) = /|zy| y

v(z,y) = 0. Tenemos

ou u(h,0) —u(0,0) v

(0,0) = limyg . =0=75.(0,0
ou L u(0,h) —u(0,0)  ~ —0v
8—y(0,0) = limy,_.g ; =0= e (0,0).
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Para ver que f'(0) no existe observamos que:

f2) = FO) _ o Vieyl o ViIeylE

F10) = lim,

z—0 20 2 =0 |z]?
e Ve eIl e/
= =0 5 .2, 22 2 3)
e +y (z,y)=(0,0) 2= +y 7ty

Si y = 0, el limite es cero, esto es f/(0) = 0.
Siz =y > 0, obtenemos

/|22 x|z et

212 222 212 22

DN | —
N | <.

Luego f'(0) no existe.

3. Existe una funcién analitica f = u + iv tal que u(z,y) = e¥/*

7. Justifique.

Solucion:

No, pues de lo contrario debe ser arménica, pero:

ou 0 vy —y
S V7 i A W 7
or ¢ 33:(1:) 72"
Y 62 2
U 29 e Y e
Friale L

Por otro lado
ou 1

D 17
Jy z
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Y 2
@ — i y/z
oy? a2

Asi vemos que
0?u  0%u
ot "o 7"

4. Halle una transformacién de Mobius que deje fijos los puntos

% y 2, v que lleve el punto — + —i en oo.

Solucion:
(1 — 4d) — 2(1 — i)
w = :
2:(1— i) — (4—4)
2
5. Encuentre la expansion de la funcién f(z) = ﬁ como
2

una serie de Taylor en torno a z = 0 y halle el radio de convergencia.

Solucién:
Sea g(z) = ° _ entonces J(z) = ! y asi 2%¢'(2) =
z+1 (14 2)?
2
Z

EENIE
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Recordemos ahora que para |z| < 1 tenemos

n=0
Entonces -
z
— —1)" n+1
z+1 nz;( )Z
y luego
/ z / n n
#e) = () = -1 02

De esta manera obtenemos, para |z| < 1 la expresion

2 o0 o
z n n m
T = (D 1 = S (-1 1):
n=0 m=2
6. Sea w = S Zl. Demuestre que la preimagen de la familia

Z — 29
| w |= X es una familia de circulos para cada A # 1.

Solucién:
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Ya que ww = A2, reemplazando tenemos que

Z—21.,R — 21

Z— 29 Z—Z2)2A2 & (-a)E-7) =N -2)E-2)

& 22— 27— 2+ 2171 = N(2Z — 2% — »Z + 29%)

& (1=M)2z+ 207 —71) + 2(\2e — 21) + |21]* — N2

Por lo tanto es un circulo si A2 # 1, de lo contrario es una recta.

7. Halle una transformacion de Mobius que lleve los puntos

—1,7,1+ 7 en los puntos 0, 27, 1 — i respectivamente.

Solucion:

—2i(z+1)
W= —=
4z —1— 51

8. Demuestre que la funcién T'(z) = zRe(z) es diferenciable s6lo

en z = 0y halle 77(0).
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Solucién:

T(z) =T(0) zRe(z)
z—0 2
Por lo tanto T diferenciable y 77(0) = 0.

= Re(z) —,.00

Veamos que no lo es en otro punto

T(z) —T(z0) I zRe(z) — zgRe(z0) 1., z2(z+7Z)— 20(20 + Z0)

lim = lim = — lim
z2=20 Z— 2 2—20 z— 2 2 2=z Z— 2
Si
1 2z + 2Z — ZoZo — Z0%0
z = zlim, P
— 20
11 ZZ — ZpRo + 2Z — Z0%0
= 3 hmz—>zo
Z — 20
Lo (z — 20)z + 202 — 2020 + (2 — 20)Z + 20Z — 2020)
= 3 hmz—>zo
Z — 2
zZ—Z
11z —_ 0
= glim, . (z+2—0+Z+ 2 )
Z — 20
1 — . (z — 20)
= 3(z+ 20 +7%) + 2lim._,,
_F T
1 — y h
= 5(z+ 20 +Z) + 201limy_g 7
y —
h
lim —
h—0 h
no existe.

Note que lo anterior ocurre exepto si zg = 0
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9. Halle el error en el siguiente argumento: ”Ya que (—z)? = 22
se tiene 2in(—z) = 2in(z) y luego In(—z) = In(z) (!).” Justifique

su respuesta.

Solucién:

Si tenemos

entonces

Si z = re entonces 22 = r?e*” con —m < 6 < 7 por lo cual In(z?)

toma mas de un valor. En general
In(2?) = In(r?) + 2i0 + 2kmi
(k € Z). Por otra parte

_22 — (_1)22 _ 6”7“26%9 — T2629+7r

In(—2%) = In(r?) + (20 + 7)i + 2n7mi = In(r?) + 20i + (2n + 1)mi

(neZ).

Asf In(—2?%) en general es diferente de In(2?)
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10. Encuentre el valor de

Solucién:

(3 — 44)MH,

En efecto (3—44) = /9 + 16 (=4/3)i — 5¢i con § = arctan(—4/3) =
—arctan(4/3). Entonces

(3 . 42')1+i

— ¢l

1+4) In(3—44)
(1) (In(5)+i0)
pIn(5)+i6-+i In(5)—0

eln(5)—9€i(ln(5)+9)

5¢7% cos(In(5) + ) + isin(In(5) + 6)
5eretan(4/3) (cos(In(5) — arctan(4/3)) + isin(In(5) — arctan(4/3))
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11. Halle todas las raices de la ecuacion:

sen(z) = isenh(z)

Solucién:

Tenemos que

12 ¥

—— 2__6 —s _26 & eF—eF =7 —¢*
t e(l—l—i)z —1 1 — 6(1—|—i)z
= = -
eZ e’LZ
PN eiz(e(lﬂ')z _ 1) — 62(1 _ e(1+z)z)
Haciendo u = e119% = ¢%¢i* entonces
u—1 B 1—u
e? - eiz
De aqui
U = _e2iz _ 6i7r+2iz _ ez’(ﬂ+2z)
Caso l:u=1
: 2k
e(1t9% = 1 por lo tanto z = m.
1+
Caso 2: u = ei(ﬂ'JFQZ) M

por lo tanto z =
1+ 1

118
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0
12. Sea f(z) = Zz" y sea a € C con |a| < 1 fijo.
n=0
(i) Halle la expansién de f(z) como una serie de Taylor en torno

az=a.
(ii) Encuentre todos los valores de a para los cuales la expansién

en serie de la parte (i) constituye una continuacién analitica de f(z).

Solucién:

f(2) = nl(1 — z)~(+D)

Por lo tanto f(z) = Z 2z

(ii) a € [0,1)
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13. Considere la funcién f(z Z -

(i) Expanda f(z) en una serie de Taylor en torno a z = —1/2.
(ii) Determine el dominio en el cual la funcién f(z) es continu-

ada analiticamente.

Solucién:

zoo:%: (1-—2)

- n(—1/2
E an(z+1/2)" Conan:L'/)

n!
n=1

Fe)=—=—(1-2"

Ast f(z) = —(n—D!(1—2)"conn=12,..

Por lo tanto f™(-1/2) = —(n — 1)!/(3/2)™" con M =
B
Entonces .

F2) =In@/2)+ D) o+ 1/2)"

3
|
—
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(ii) (R)™* = limsup {/]a,| = 2. Porlo tanto R = 3 y [z +1/2| < 3/2

0 B 2
14. Sean f(z) = Z = y g(z Z7T—|—Z z=2r . Observe

n=1
que ambas series de potenma no tienen dommlo de convergencia en

comun. Sin embargo:

(i) Demuestre que la funcién g(z) es continuacién analitica de la

funcién f(z).

Solucién:

X " 2—2
f(Z)ZZ—yg —CW+Z

n=0

15. Evalue la integral / |z|dz donde 7 es el semicirculo |z] = 1,

2l
—7/2 < arg(z) < m/2y el punto de partida es z = i. (la orientacién
de la curva es siempre positiva, esto es, en el sentido contrario a las

manecillas del reloj).

Solucién:
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Tenemos que (t) = e y 7/(t) = ie" con |y(t)| = 1. Entonces

/2 /2
/ 2|dz = / (O (£)dt = / Y ()t = y(m/2) — A(~7/2)

/2 —m/2

Donde y(7/2) = ™% =i y v(—7/2) = —i.

Asi
/|z\dz =i—(—1)=2i

d
16. Evalue la integral / 2% 12 donde v es el circulo |z| =1,y

L Vz

v/—1 =i (esto significa que el punto de partida es z = —1)
Solucién:

Tenemos

/ L /27T 7' (t) gt /W it — 92 — e 2y — 4
—Aaz = = 1€ = e — € = 41
~y \/E 0 v ’}/(t) -

17. Evaluar la integral /ln(z)dz donde 7 es el circulo |z| = 1,
2l

e

y In(i) = 5.
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Solucion
Tenemos
/2 /2 . /2 ‘
/ In(y(t))y/(t)dt = / itiedt = — / te' = —2m
—3m/2 —3m/2 —3m/2

18. Evaluar / 2%dz donde a € Cy 1¢ = 1.

J2]=1

Solucion:

f\z| SOy — OQW(’Y(t))a’Y/(t)dt _ fOQﬂ' Z-eiateitdt . 027T 6(a+1)tdt.

Asi si
a=—1
/ 2% = 2mi
|z|=1
a# —1
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_ |dz| 2R
19. Si |a|] # R, demuestre que / :
s=r |2 —allz +a| |R*—|al?|

Solucién:

/ |dz| B /% Rdt
s=r [z —allz+al Jo  |y(E) —ally(t) + af

donde y(t) = Re con 0 < t < 2m y |dz| = |¥/(t)dt| = Rdt

Tenemos que
[V(t) = ally(t) + a| = [Re" — al|Re" + qf

pero [z —a| > [[z] = al y [z 4+ a| > |[z| + |al].

Asi tenemos que

[v(t) — ally(t) + al = [4(6)* — a®| = [ly(®)[* — |af”|

Entonces

/2” Rdt _ /2” Rdt ~ 27R
o () —ally(®) +al T Jo [R2—laf] |R®—]af?
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20. Sea z := re’ € C y « un camino que une a 1 y z. Demuestre
* dw dw
que — = [ — =In(r)+1i0 + 2kni, donde k es un entero que
1 W v w
indica cuantas veces el camino de integracion da vueltas alrededor

del origen.
Solucién:
Yt)=(z—1Dt+1lcon0<t<1y~(t)=2—1.

Entonces

/1 v (t) dt = /1 . (z—1) dt = 1In(2)—In(1) = In(2) = In(r)+i0+2kmi

21. Sea 7 : [0,1] — C una curva cerrada y suponga que z, ¢
Traza(vy). Demuestre que Ind,(z)) es un nimero entero. Ayuda:

Defina g : [0,1] — C por

[ A(s) )
ﬂﬂ_év@—%d

y demuestre que la funcién h(t) = e 90 (v (t) — ) es constante.
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Solucién:

Tenemos que

1
Ind. () = 1‘/ d= 1./ Yl
2mi ) (2 —20) 2w Jy () — 20

7'(s)

onsideremos = (1 — 12 s entonces si — ¢—9(t) —
Comsideremos (t) = [} = entoneessi (1) = 00
z —0) se tiene:
W(t) = —e9Dg (t)(y(t) — z0) + ' (t)e 9"
= —emgt) D (5(1) — z0) + 7 (e
(7(t) = 20)

=0

Por lo tanto h(t) es constante.

Por otro lado h(0) = h(1) pero

y
h(1) = e " W((1) = z9) = M (7(0) — 20)
entonces
e D (7(0) = z9) = (4(0) — =)
y asi
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luego

g(1) = 2kmi

Por lo tanto

In(z)

n

dz para cada n € N U {0}, donde ~(t) =

22. Calcule /
_ ¥
1+1e, 0<t<2m

Solucion:

para todo n > 0

1/m '

23. Calcule /Wdz donde y(t) =1+ 3€", 0<t<2my
z — m

2l

m € N.

Solucién:
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Sabemos que

entonces

f<n1>(20):(m—.1)!/ flw)

Sea f(z) = 2"/, entonces
F(z) = Lm)

11(2) = £(& = )2/

m

f”/(Z) _ %(L _ 1)(% _ Q)Z(l/m)—?),..

PH) = Bk = 1D = 2. (E = (b= 1)20/F Luego
FOD ) = (1) = 2)e (o — (= 2)) )

Por lo tanto

(z—1)m (m—1)!

Z1/m uyl uyl
| gt = e ) = o e ) 2 (m-2)



CAPITULO 6. EJERCICIOS 129

24. De una expansién en serie de potencias de [n(z) en torno a

z =1 y halle su radio de convergencia.

Solucién:

si |z] < 1 entonces 1 _122) = ;(zz)” si|z] <1
Asi
1

i(1—iz) h ;(Z)n &
si |z] < 1.
Entonces )

(i+2z2) ;(Z)n &
si |z] < 1.
Luego

In(i + 2) = Z(i)"—lin—:
n=>0

si|z] < 1.

Por lo tanto
n+1

In(w) = 3y =0

= n—+1

Si |w —i| < 1 el radio de convergencia es 1.
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25. Verdadero o Falso: Existe una funcién analitica en 2 =0y

que toma los siguientes valores en los puntos z = —(n = 1,2, ...).
n

a) 0,1,0,1,0,1,...,0,1....

123456 n

) 2
273747576777 7n+17

Si la respuesta es afirmativa, encuentre explicitamente la funcién

0, si es negativa, justifique apropiadamente.

Solucién:
a) f(1) = 0,f(1/2) = 1,f(3/2) = 0,f(1/4) = 1,... No existe
pues, z, = 1/n, tal que f(z,) = 0 para n impar y se tendra

f(0) = lim,, . f(2,) = 0. Contradiccién con el hecho de que f

es analitica.

b)f(1) =1/2,f(2) = 2/3, f(1/3) = 3/4,..f(1/n) = 5

Sea f(z) = ﬁ, cumple lo pedido, ya que f(%) = &

26. Suponga que al menos una de las desigualdades de Cauchy
M(r)
rk

es una igualdad, esto es: || = . Demuestre que la funcion
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f(2) tiene la forma f(2) = cx2".
Solucién:

Consideremos
f(2)=co+ a1z +c— 22"+ ep 2" 4 L

Por hipotesis tenemos

ol = 2O s )
Entonces
Supcrl )] = v L0
Asi
o < MO el el
r r r

con n # k. Por lo tanto

27. Demuestre que si f es una funcién no constante, analitica en
un dominio 2y f(z) # 0 para cada z € €, entonces |f(z)| no puede

alcanzar su minimo valor en el interior del dominio 2.

Solucién:

Sea ¢g(z) = f(lz), g analitica y no constante en 2. Entonces por el
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Principio del Médulo Méximo, |g(z)| no puede alcanzar su m’aximo

valor en 2. Pués

Sup.calg(z)| = Supzeg\ﬁ\ = Inf.colf(2)]

Por lo tanto | f(z)| no puede alxcanzar su minimo valor en {2

28. Halle Res( ;1).

V2—2z+1

Solucién:

1 V2=z—-1 1 V2—=z
V2—z+41 (2—-2)—-1 =z-1 z—1
vV2—z2=ag+ai(z—1)+az(z—1)*+...., pues /2 — 2z es analitica

en z = 1 asi tendremos

1 V2 —2z 1 1

— = — (:|:1—|—CL1(Z—1))+---

z—1 z—1 z—1 z—1
B 1 1 ( 1>+
o1 z—1 o1 = a2l%
1+1 ( 1)+
— — a1 — A\ gz —
P 1 2

Por lo tanto 0 y 2 son los residuos en z =1

29. Evalue

/ (1—|—z+z2)(e% +em1 —I—Gﬁ)dz.
|2]=3
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Solucién:

Hay tres singularidaddes esenciales:

z=0,1,2 dentro de |z| = 3

Res(f,0) = Res((1 + z + 2%)e'/#,0) pues el resto es analitica en
z = 0.

Ademas
61/2_1+1+L_}_L_|_
N 2 2221 0 2331 T
Entonces
1 1 1
N ,1/z __ - -
(14+242%)e/* = (1—|—Z+222!Z33!+...)
+ (z41+ Ly 1%—)+(2+~+1+ Ly )
z —_— 4 — + ... 44 =4 — 4 ...
22! 233l 21 23!

= 1(1+1+1+ )
oz 2! 31 T

1 1
Por lo tanto Res(f,0) =1+ B + 8 + ..
Por otro lado Res(f,1) = Res((1 4 z + 2%)e’*=1 1) pues el resto

es analitica en z = 1.

Ademas

e R
z—1 20(z—=1)2 3l(z—1)3
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y(1+2+2%) =ay+a(z—1)+a(z —1)? con

g/ 1 g// 1
ao_g(l)_37a1: f!)_37a2: 2(')—1
ast:
3 3
3+3(z—1 — 1))t/ — 3
Gratm e oy Ao T
1
3(z—1)+3+——"-"+ ... —1)? —
(z—1)+ +2!(2_1)+ + (2 >+(z—1)+2'
1 3
= 3+=+4+1)+ ..
= 1)( +5+ ) +
Entonces Res(f,1) =3+ 3+ 4
30. Evalue
53
/ 1 dz.
2|=r 224+ 1
Solucion:
En efecto
1 3 1 / o
_/ é rdz = —/ ! (Z)dz = ﬂ(ceros — polos) = i
2 Jpp=1 2t + 3 2 Jizj=1 f(2) 2
2. Evalue
1 1
— sin® —d.z.
211 z

|z|=r
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Solucién:
) B 23 20
sz = Z_§+§_
o1 1 1 1
sin— = — — —
z z  3lz3 Bl
1 1 1 1 1 1 1
24 _ 4L L L Lo L L
St P <z 3123 Bl )(z 3123 Bl )
1 1
T o2 A
Por lo tanto
Res(f,0) =0
y asi
1 51
- in2(=) =0
271 |z|=r St (Z)
Za
31. Halle R 1 € R.
alle 68(1—\/5’ ), a

Solucién:
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2% 1+yz  —(1+2)2°
1—vz 14++v2 z—1

Ademads

(1++/2) = ag+ai(z—1)+a(z— 1)+ ...

2 = "M = b+ by(z — 1)+ by(z —1)% + ...

(1+v2) = cog+alz—1)+ec(z—1)2+ ...

Entonces

—(1 4+ +/2)2% —C
(1+v2) = +cote(z—1)+...
z—1 z—1

donde f(z) = (1 +/2)2% y asi f(1 & 1)e?Fmie,

Por lo tanto

ZO[

11—z

32. Sea f una funcién analitica en el circulo |z| < 1 y suponga

que f(0) =0y [f(z)] < 1.

Res( 1) = f(1 £ 1)e*kmia

i) Demuestre que |f(z)| < |z| para |z| < 1.

ii) Suponga que |f(z)| = |z| en al menos un punto interior del

circulo. Demuestre que f(z) = ez ( « real).

Solucién:
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i) Sea g(z) = f(z)) entonces g es analitica para |z| =< 1 ya que
f(0) = 0. Ademss si |z| < 1 entonces |g(z)| = \f|(z‘)| < 1. Por el
z

principio de Médulo Maximo entonces |g(z)| < |z

ii) Demostremos que si |f(z9)| = |20| para un punto |z < 1 en-

tonces f(z) = e’z para a € R.

En efecto si |g(zp)| = 1 entonces el maximo se alcanza en un punto
interior de |z| < 1y por lo tanto g es constante y |f(2)| = |c||z|

para |z| < 1.

Ahora |c| = 1 evaluando en zy. Por lo tanto ¢ = ¢ y g(z) = €.

Asi f(2) = ez

33. Verdadero o Falso: Existe una funcién analitica en z =0 y
que satisface:
1 —1 1
—)=f(—)=—=? (neN
FG)=f() =57 (eN)
Si la respuesta es afirmativa, encuentre explicitamente la funcién

0, si es negativa, justifique apropiadamente.

Solucién:
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i)f(%)—%zOyf(%l)—%:Oconne X

1
Sea g(z) = f(z) — 2% con ceros en z = —.ademés g(0) = 0 — 0 =
n

f(0) # 0.

Por lo tanto f(z) = 22, hace lo anterior y es analitica en z = 0

34. Evalue : / 42 dz; a>1.
|z—al=a 7 — 1

Solucion:
z 2
(2 =1 (z—=1)(3+224+2+1)

Entonces

f(2) , 21 i

dz =2rmif(l) = — = —

/|H|_az—1 2=2mif(l) = = = 5

donde f(z) = P 22'1 S analitica en |z —a| < a

1 ze®
35. Evalue : , / dz; si a estd en el interior de la
7 Jo (z —a)?

curva C.
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Solucion:

Tenemos que

- 2mi w — z)
/ 1 f(w)
1z = 271 /0 (w — z)de
1 2 f(w)
1) = 2%@L(w—z)3dw
Aqui f"(a) = %/C%dw con f(w) = we".
Entonces
f(w) = e + we"
f(w) = 2e* + we"
Asi
1 ze* 2e* + ae® a
27rz'/c(z—a)3dzz 5 =(1+a/2)e

1

Z_

en serie

36. Calcule una expansiéon de la funcién f(z) =

de Laurent en una vecindad de z = oo.
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Solucion:

1 : y
Sea f(z) = ——. La expancién en torno a z = oo es por definicion,

1
la expancién de f(—) en torno de z = 0. Asi
z

1 1 2 =
— ) = = = 27L n
f(z) L _9 1 -2z an:% -

1
si|z] < X Haciendo w = — se obtine
z
153 1 53 2"
= — 2” _\n =
f(w) w — (w) “— wn+1

si |w| > 2 que es la expresién pedida.

1
(2 —a)(z=0b)’

donde 0 < |a| < |b], en serie de Laurent en una vecindad de:

37. Calcule una expansién de la funcion f(z) =

Solucién:
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i) En z = 0 tenemos

1 1
(z—a)(z—b) (a—2)(b—z)

B (b—a)((a—z)_(b—z)>
1 1 1 1 1

= (b_a>(a(1_§)—g(1_%))
1 1e=2z" 1 2"

BRCET D 2P
1 T an 2"

(b— a)(zg(anﬂ - bn-l—l))

1 0 n(bn—i—l . an—i—l)

- (b—a)( :OZ (an+1pntl) )

para |z| < |q
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ii) En z = a tenemos

1 1

(z—a)(z—b)  (a—2)(b—2)

TR e R Dy e

si|z—al <|b—a|

38. Encuentre y clasifique todas las singularidades de la funcién

B (22—4)2008(212>.
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Solucion:
27 ( 1 ) 27
COS =
(z=22(2+202 "2-2" (=222 + 221+ 2y + gpzmgp + )
Por lo tanto z = —2 es polo de orden 2 y z = 2 es singularidad

esencial.

39. Encuentre y clasifique todas las singularidades de la funcion

1

f(z) =sin —
sin —
z
Solucién:
/2 _ —i/z 1
el —e .
Si sin — = 0 entonces ————— = 0 y si €2/ = 1 entonces z = —.
z 21 km

1
Por lo tanto 2, = - son todas las singularidades de f(z)
7r

40. Sea f una funcién analitica en el circulo |z| < 1 y suponga



CAPITULO 6. EJERCICIOS 144

que f(0) =0y |f(2)| < 1. Demuestre que |f(z)| < |z| para |z| < 1.

(Comentario: El resultado se conoce como Lema de Schwarz).

Solucidn:

Sea g(z) = f(zz); entonces ¢ es analitica atin en z = 0 pues f(0) = 0.

Por el principio del médulo méximo tenemos

f(2)

Supiz<1|9(2)| = Supjz=1|9(2)| = Supj.j= = Sup| f(2)|
Ya que |f(2)] <1 se obtiene Sup|,j<1|g(2)| < 1.
Entonces |f(z)| < |z| para |z] < 1
: . 1 :
41. Expandir la funcién f(z) = P en serie de Laurent en
z(z —

torno a:

(i) El punto 2, = 0.

(ii) El punto zy = 1.

Solucién:
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2(1—2)

z

ii)
1 11

z2(1—2) z+1—z

42. Halle y clasifique las singularidades de las siguientes fun-

ciones. Justifique su respuesta.

1
z— 23

(i)
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1
er —1

(ii)
Solucién:

1 1
= tiene 3 singularidades;z =0,z =1,z = —1

1 (z—23)  z(1—22)

z =0 es polo de orden 1 pues si |z| < 1 tenemos

1
2n_ _ = 3
1_22 E = 1+z +20 )= r ke

z =1 es polo de orden 1 pues

o 1 _9(2)
2(1—-22)  (1-2)(2(1+2) (1-2)
1 »
donde ¢g(z) = ———— es analitica en z = 1.
2(1+ 2)
Entonces
1 1 ao
= (ap+ar(1—2)+as(1—2))+... = —+a,+as+...

2(1—2%2) 1-—=z2 1—=2

z = —1 es polo de orden 1, se prueba de manera analoga.
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ii) z = 0y e* = 1 son las singularidades, esto es z = 2kmi con k € Z.

Ahora veamos de que tipo son

z=0:
Sea
1 1 1 1 g(z)
f(Z) = . 1 = > = e = 1 > =
e — I+z+5+.)-1 z+5+.. =2(1+5+..) z
donde ¢(z) = ———— es analitica en z = 0.
99 =1z
Entonces
f(z) = ;(ao + a1z + agz®) + ... = < + ay + asz + ...
luego
1 1 -1  ag
—= = +—+a+az+ ...
z er—1 z z

1
——=aj +ag, +....
y4

donde ag = ¢g(0) = 1. Por lo tanto 1
62’ —

Asi z = 0 es singularidad reparable.

z = 2kmi
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tenemos que

an(z — 2kmi)"

CBN
[
WE

n=0
00 1 '
= Z —(z — 2kmi)"
— n!
— 2kmi)?
= 1+(z—2/€m’)—|—w+
Entonces
— 2kmi
e —1=(z—2kmi)(1+ (21—'m) +...)
de aqui tenemos
1 h(z)
(e —1) (2 — 2kmi)
1 o :
donde h(z) = (Z = 2r) es analitica en z = 2kmi.
l1+—7F—+
2!
, : ., 1 1
Asi z = 2kmi es un polo de orden 1 de y también de ——
er —1 ec—1 =z

43. Evaluar:

/,Z:3 (=) (1 = cos(z)) =

Solucion:



CAPITULO 6. EJERCICIOS 149

Vemos que las singularidades son z =0, z =7, 2 = —7 y ademas
Res(f,0) =0
Res(f,m) = =

Res(f,—7m) = %

Asi tenemos que

/|z=5 () (I —cos(2) ™ 2mi(0) = 0

44. Determine el nimero de raices de la funcién
fl(z)=2" =25+ 22— 82— 2,

en el interior del circulo |z| < 1.

Solucion:

Consideremos f(z) = 2% — 220 + 22 =2y g(2) = —8=.
Entonces |f(2)| <6 <8 =|g(2)| en |z| = 1.

Por lo tanto tiene una sola raiz.
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45. Supongamos que f es analitica en D(0,2)\{0} y que para

cada nimero natural n > 0 se cumple que

/ 2"f(z)dz = 0.
|z|=1

Demuestre que en tal caso z = 0 es una singularidad reparable de f.

Solucion:

Si
an/ 2" f(2)dz =0
|z|=1
Por lo tanto f tiene una singularidad reparable en z = 0, pues

f(2) =byp+biz+ ...

. » 224+z-1
46. Halle los residuos de la funcién f(z) = ————— con re-
22(z = 1)
specto a todos sus puntos singulares.
Solucion:
Vemos que los puntos singulares son z = 0 poolo de orden 2 y

z =1 polo de orden 1.
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Entonces tenemos

, ) 24+2-1 B
Res(£.1) = lin(z ~ f(2) = iy ==L 1
2 _
Res(f,0) = lim 2 (:2(2)) = lim 22221y _ g

z—0 82

47. Halle Res(f o ¢,a) si ¢ es analitica en z = a,¢'(a) # 0,y f

tiene un polo simple en w = ¢(a) con residuo A.
Solucion:

Tenemos lo siguiente

Entonces

A
f(#(2)) = m +ag+ ar1(P(z) — o(a)) + ...

donde ¢(2) = ¢(a) + b1(z — a) + by(z — a)® + ... con by = ¢'(a) # 0.

Asi

(fod)(z) =
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entonces
Res(f o 6,a) = —
es(foop,a)=
¢'(a)
48. Evalue
1
— —)dz.
i )y, sen(z) z
Solucion:
w3
Sabemos que sinw = w — BNl + ...
Entonces
o1 1 1 N
sin— =— — — + ...
z oz 233!
luego

1
Res(sin—,0) =1
z

Por lo tanto
1 1
— sin—dz =1
211 |z|=r Z
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49. Evalue
L. e dy
211 |z|=r
siempre que n > —1.
Solucién:
2
e” = 1l4+w+ % + ..
62/2 = 1 + 2 + 2_2 +
N 2z 22 7
2/ 1 22 n—2
Zhett = 422" +
2!
2n+1
Entonces Res(z”eQ/Z, 0) =
(n+ 1)!

50. Sea a € R, a > 1. Calcule

/7T df
.+ cosb’

Solucién:

153

2kzn—k
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i 1 1 2 1
/ —df = / ————dz = —,/ dz
_.a+cosf =1 (a+ 52)iz i Jpp=1 22+ 202 + 1

(z+a++va?—1)(z+a—Va* —1).

Observamos que 22+2az+1

Asi

/7T 1 de— A 1 o 2
_.a+cost 21 Jiy=1 (z4+a+ Va2 —1)(z4+a—vVa>—1) a? —1

51. Calcule
/ rsenxt .
o X2+ 20+ 2
Solucion:
S _Een donde 2242242 = 0 siy s6lo si 2 = —1-i
eaf(z)—men onde 2°+2z+2 = 0siysélosi z = —1+1

y z = —1 — i, luego consideramos v = Cg |J[—R, R].

Entonces

/f(z)dz = . f(2)dz + /_Zf(x)da:

g
Notar que fCR f(2)dz — 0 por Lema de Jordan. Por otra parte

/szjg—z”dz = 2miRes(f, —1 +1i) = 7(—1 +i)e 1
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Entonces
R 1T

lim QLd:U = (=1 —1d)e

n—oo | _p T°+ 2x + 2
Asi

*®  grsinz T ,
/_oo md%’ = E(COS 1 + sin 1)
e?
52 Evaluar /jz|:1 mdz

Solucién:

Vemos que z = 0 es polo de orden 2, 2z = +£3 son polos de or-
den 1y 2?2 —9 = (2 —3)(2+3) que no estan en el interior de |z = 1|.
Luego

0 22e? — 271

eZ
4z = 2riRes(f,0) = 2milim — _
/Z|1 22(22 = 9) @ = 2miRes(f, 0) = 2mi 250 8z(22(22 — 9)) 9

27
dt :
53. Evaluar / ——— donde a > 1. Ayuda: Hacer z = €.
0 @+ cost

Solucién:
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Sea z = e entonces 2cost = e + ¢ = z + —, entonces cost =

1 1 : 1
—(z+ =) y como dz = ie"dt entonces dt = —dt.
2 z 1z

Por lo tanto

2 2T
1 2 1 2 1
/—dt:—_/ 1dz:—,/ i
0 a-+cost iJo 2(2a+2z+2) i Jjsm1 22+ 20z + 1

Como 224+ 2az+1=0ez2=—-a++Va2—1dondea®?—1>0

observamos que sélo —a + v/a? — 1 esta en el interior de |z| = 1.

Luego

Res( ! +Vva?—1) !

es —a++vVa2—-1) = ———

224+ 2az+ 1 Wz — 1

Asi
2 1 2 1 21
z dz = Z2miR — 2 )= T
z'/z|_122+2az+1 : im es(z2+2az+1 arva ) a2 — 1

dx.

© .2 1
54. Evaluar / ad m +
0 x* + 1

Solucién:

Vemos que las singularidades son polos simples en z; = /4, 2z —
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2 = BT/ L = BT/ o 4 = 7/4 Consideremos la curva

v = CrJ[—R, R], entonces tenemos

R
/f(z)dz = f(z)dz +/ f(z)dx
Y Cr —-R
donde
/f(z)dz = 2miRes(f, ™) + 2miRes(f, ™) = 7v/2
.
y por Lema de Jordan
f(z)dz =0
Cr

Entonces

o0 2 1
/ v do = 72

|

Como el argumento es una funcién par entonces podemos escribir

dr =
zt+1 2

/°°$2+1 ™2
0

55. Halle el ntiimero de raices de la ecuacién z* — 8z +10 = 0 que

se encuentran en el anillo 1 < |z| < 3.

Solucién:
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a) f(z) +g(z) = 2 =82+ 10 con f(z) = 2* — 82 y g(z) = 10,
entonces |f(z)] <9 < 10 = |g(z)] en |z| = 1. Por lo tanto no tiene

raices en |z| < 1.

b) f(z) +g(z) = 28 =82+ 10 con f(z) = -8z + 10y g(z) = 24,
entonces |f(z)| < 8|z] +10 = 34 < 3* = |g(2)| en |z| = 3. Por lo

tanto tiene 4 raices en |z| < 3.

De lo anterior vemos que z* — 8z + 10 tiene 4 raices en 1 < |2| < 3

56. Sea f una funcién analitica en el semiplano superior H" =
{z € C: Im(z) > 0} y tendiente a cero cuando z — oo para z
perteneciente a HT. Demuestre que para cada z = z + iy € H' se

tiene

Ayuda:

Demuestre que

Yy que
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Solucién:

Por férmula de Cauchy en el camino y(f) =t con —oo < t < 00 se

tiene que

271r7j /7 (g(iU)Z)dw = f(2)siz € H" 0sizH"

Y notamos que

Loﬁﬁ;m“:/jmjfgmt

A fin de ver lo pedido, restamos y obtenemos

m%ijf<1 L

C2mi gy (E—2) (E—2)
donde

1 1 z2—7Z 21y

(s~ ) -

(t—2) (t—2z) C—tz—tz+12]> —2tx+22+y?

con z =x+1yy z=x—1y Por lo tanto

RS

T ) o (t—2)%+ 192

Luego si u(z) = Ref(z), esto es , u(z,y) = Ref(x,y) entonces
F(t) = £(£,0) = u(t,0). Asi

u(z,y) = = /_OO J u(t,0)dt

T ) o (t—1)%+ 12

Ademas u(x,y) — 0 cuando (z,y) — o0



CAPITULO 6. EJERCICIOS 160

57. Evaluar
(0]
[y s
o TPt a
Solucion:
ez . : :
Usamos que f(z) = T2 y las singularidades son z = +ia donde
22+ a
solo ia € ()

(Q semicircunferencia de radio a sobre el eje real).

Por lo tanto

/ f(z)dz = 2miRes(f,ia) = 2mi lim (z—da)ez 7
Y

z—ia (2 —ia)(z +ia) a

y por el otro lado

* cosx [ sinx e’
~ —oo TE G o TEFa cp -t a

Asi
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58. Sea w una raiz n-ésima de la unidad (ie w" =1y w’ # 1,

j=1,2,..(n— 1))

n—1
i)Encuentre Z w’

j=0

n—1
ii)Encuentre Z(] + +1)uw’

=0

Solucién

n—1
ij:1+w+...+w”*1:
=0

vaque w #1yw" =1

i)
n—1
Z(j + Duw! =1+ 2w + 3w? 4+ ..nw"!
=0

Notar que (142w +3w? +..nw" (1 —w) = 1 +w+..w" 1 +nw"

Luego

L+ 2w+ nwn_l_(1+w+...w”_1)+nw”_0—|—nw”_ n
B l—w Cl-w 1-w
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59. Sea f : C — D definida por f(2) = ——, donde D := {2 :

1+ 2]
|2 < 1}

1)Encuentre —
) 0z

O .
ii)Encuentre 5
Solucién:
i)
z
&) =17=
Entonces 5
of  —=2(2)
0z (14 |2|)?
Ahora
2> = 22
entonces
202 2 (|2) = =
0z -
asi
0 z
%(\ZU = M
Por lo tanto ,
of B Ti\ — 22

9z (L+ 22 202|(1 + [2))2
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ii)
of 101+ =) — z5(I2))

0z (1+ |2])?
pero
2> = 22
entonces
2022 (|2]) = 2
0z N
asi
0 z
&(\ZU = M
Por lo tanto
of 2417

60. Encuentre los valores de z para los cuales es convergente la

serie

> z
> )"
— 1+ 2z
Solucién:
z
Sea w = entonces
+z
o0 O
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que converge solo si |w| < 1. Luego la serie pedida converge sélo si
z

<1
|z+ 1|
: az+b
61. Si |z| = 1, demuestre que |=——| =1 con a,b € C
bz +a
Soluciéon

Como |z| = 1, entonces 2z =1y 2 = () !. Luego

az+b  az+b
bz+a (b+7za)z

asi tendremos

|az+b|_ az+b, 1 _
o —

az—l—gm_

az+b,  laz+0b] Jaz+0b]
az+b |az+0b| |az+b]

62. Sean 79,71 : [0,1] — C dos curvas cerradas de clase C! y

z € C tal que
70(t) =1 (@)] < |z = 0(t)]

para cada t € [0, 1]. Demuestre que Ind,,(z) = Ind,,(2).
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Ayuda:Considere la curva

n(t) —z

1) = Yo(t) — 2

con t € [0,1] y compruebe que la trayectoria estd contenida en

D(1,1):={2€C:|z—-1 <1}
Solucion:

Notemos que z ¢ Traza(yy)|JTraza(y), por lo tanto Ind, (z) y
Ind.,(z) estdn bien definidos. Tambien vemos que 7t es de clase C'!

y cerrada pues (1) = v(0).

Observemos que

@z (]l
MO = T T <

luego Traza(y) € D(1,1) y por propiedades de Indice concluimos
que Ind,(0) = 0.
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Asi
1 1 /
P 7 (t) dt =
211 Jo (1)

L [T/ () (0() — 2) = 7'0(t)(n(t) - 2)

2mi Jo (m(t) = 2)(n(t) — 2)
1t A 1
2w Jy m(t) — zdt - 2mi

166

dt

63. Sea v la frontera del cuadrado encerrado por las cuatro rec-

tas © = £2 e y = £2. Calcule:
CoS 2
i d
i) /7224'8 z
ii)/ © dz
v2z+1

h
iif) / S
v Z

Solucién:

COS 2

22+

i) Vemos que

g o8 analitica en C\ {—2v/2,2v/2}, por lo tanto
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COS 2

T 8dz = 0 por el Teorema de Cauchy.
z

es holomorfa en 2, y asi /
y

ii) Vemos que es analitica en C\{—1/2}, luego por la férmula

z
2z +1
integral de Cauchy tenemos

1 .
/ © dz:—/ Zldz:ﬂ

iii) Usnado la férmula integral de Cauchy para la tercera deriva-

da tenemos

cosh z 2mi 03 (cosh z) i .
/7 > dz = TR gsmh(()) =0

64. Sea f analitica. Suponga que Ref es constante. Demuestre

que f es constante.
Solucion:
f =wu+ v y por definiciéon u es constante.

Si f es analitica entonces

ou_ o
oxr Oy
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y
Ju  —0v
oy Oz
Por lo tanto @ =0y v 0.

oy or

Asi v es constante y entonces f es constante.

dz
65. Evaluar / —
Ve

i) en el semicirculo z =1, y > 1, V1 =1
iiJen el semicirculo |z| =1,y > 1, V1= —1
Solucién:

i) v(t) = e con 0 <t < 7, entonces

™ e T :
/ — dt = z/ e2dt = 2(e™? — 1) = —2(1 — i)
0

t/2
61/ 0

ii)y(t) = e con 0 <t < 7, entonces

T ;1T ; m
/ = et = (C1)2i = 1) = 2(1 — )
0

it/2 pi iT
eit/2eim e Jo

168
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62’

66. Evaluar / 3dz Si:

v 2(1—2)

i)El punto z = 0 estd en el interior y el punto z = 1 estd en el

exterior de la curva v

ii)El punto z = 1 esta en el interior y el punto z = 0 estd en el

exterior de la curva -y

iii) Los puntos z = 0 y z = 1 estan en el interior de la curva

g

Solucién:
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z

—e
con f(z) = .
i)

1/ & d—l/ ~ 4z = Res(f,0) + Res(f.1)
omi J 21— 2P 2mi )2z -1 e
donde

/ _ez _
Res(f,0) = £1_1’>% e 1
y o
, 1 5 €7 _ —e
Res(f,1) = _iﬂ_@(('z -1 2(z — 1)3) T2
Asi

67. Sea f analitica en D. Suponga que |f(z)] < 1 i |z| < 1.
Demuestre que |f'(0)] < 1.
Obs. D:={2zeC:|z| < 1}.

Solucion:
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con y(t) = ret y 0 <t < 2.

Entonces
1 1 27 it . 1 2 1t
f(0) = — / f(ls)dw = — f(;né; )m'e”dt = —/ f(rg )dt
2mi ), w 2mi Jo  rie?t 2w Jo  rett
Luego

- 27 T 2T ;

27 it 27
o ey L

para todo r < 1.

Entonces | f/(0)] < 1 cuando r — 1—

68. Suponga que f es entera y que existen M >0, R > 0,n > 1

tales que

[f(2)] < M|z,

para |z| > R. Demuestre que f es un polinomio de grado < n.

Solucién:
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Como f(z) = Z

kIM(r)
ok

< EIMrF 50

cuando (n — k) < 0y donde M(r) = max,—.|f(z)| < Mr" para

r > R.

Por lo tanto f es un polinomio de grado a lo mas n

69. Sea f : C — C una funcién entera. Suponga que existe

constante positiva M tal que
[f(2)] < M]z['/?

para cada z € C. Demuestre que f es constante.

Solucién:

Sea 0 < r. Si |z| <, entonces |f(2)| < Mrl/2.

Luego por la Desigualdad de Cauchy
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con M(r) = mazp, | f(z)] < Mr'/2

Entonces
|

" n!
0] < 2 =0

para todo n > 1.

Asi f((0) = 0 para todo n > 1, por lo tanto f es constante.

6.2. Ejercicios propuestos

1. Resuelva la ecuacion:
n—1

zZ=z

donde n # 2 es un nimero natural.

2. Demuestre la siguiente desigualdad:

|
| 2|

(ayuda: Use el hecho que: 1 — cosf) < 62/2)

z
— L =< larg(2) |

3. Demuestre que:

lz+w PP+ |z—wP=2( 2]+ | w|?).
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4. Hallar todas las soluciones de (z — )% = —1.
5. Hallar (1 +4)'2,

6. Determinar la imagen de la banda Q := {(z,y) € R* : z >

0, 0 <y < 1} bajo la transformacion
fz) ==, zeC\{0}, z=a+iy,
z

representando geométricamente tanto la banda como la imagen.

7. Hallar una transformacién de Mobius que transforme la cir-

cunferencia |z| = 1 en la recta I'm(z) = 0.

8. Hallar la imagen de la recta x + y = 1 mediante la transfor-

macion de Mobius
z+1
z—1

w =

9. Hallar las partes real e imaginaria de z*.

10. Demostrar que

[Im(1—z+ 2% <3
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si|z] < 1.
11. Demostrar que si z # 1 es una raiz n-ésima de la unidad,

entonces

i
I

2F =0,
0
del cuadrante x > 1, y > 0 por la

=T

12. Determinar la image
inversion
1
f(z) = o %€ C\{0}, z==x+1y.

13. Determinense todos los polinomios arménicos de la forma
u(z,y) = ax® + b’y + cay® + dy?,

donde a, b, c,d € R. Calcule una funcién v(x,y) para la que la fun-

cién f(z) definida por

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

sea analitica en C.

14. Sea €2 C C un abierto simétrico respecto del eje real. De-
mostrar que f : 2 — C es analitica si y solo si la funcién g : 2 — C
definida por g(z) := f(Z) es analitica.

15. Expresar la funcién inversa w = sen™1(z) por medio de un

logaritmo.

16. Hallar la imagen del tridngulo rectdngulo —x <y < x; 0 <

x < 1 mediante la transformaciéon w = z2.
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17. Hallar una transformacién de Mobius que deje 1 e ¢ fijos y

lleve 0 a —1.

18. Sea u una funcién arménica. Una funcién v tal que f = u—+wwv

es analitica se llama funciéon arménica conjugada de u. Halle una
ryY

(22 + y2)?

19. Hallar las partes real e imaginaria de z~.

funcién armoénica conjugada de u(zx,y) =

20.Halle la imagen del circulo |z| = 1 bajo la transformacién

Solucién:

Podemos escribir:

Asi tendremos

T( 2_9) B 6i9 B ei@ B 1 — 0
T e®)2 T (1= 26 + e20)  2(cos(d) — 1)

con

21. Explique por que la serie de Taylor > (—1)"z*" de la fun-
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1
72

cion real converge para |z| < 1 pero diverge para x = 1, atin

cuando es infinitamente derivable para todo valor de x.

+ x2

22. Hallar la imagen de la circunferencia |z — 1| = 1 mediante la

inversion.

23. Determinar la imagen de la banda Q := {(z,y) € R? : 2 >

0, 0 <y < 1} bajo la transformacién
fE) =7 z€C\{0}, z=x+iy,

representando tanto la banda como la imagen.

24. Hallar una transformacion de Mobius que transforme la cir-

cunferencia |z| = 1 en la recta I'm(z) = 0.

25. Demuestre que la funcién

no es analitica.

26. Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, demuestre

que la funcién

f(z) = z¢,

no es analitica.
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27. Sea f(z) = 2%+ iy*. Determine donde f'(z) existe y halle su

valor.

28. Demuéstre que la funcién u(x,y) = coshysinz es arménica

en el plano y construya otra funcién armoénica v(z,y) para la que
f(z) =z, y) +iv(x,y), z=x+iy
sea analitica en C.

29. Calcule /(x —y 4 iy?)dz si 7 es el segmento de recta que

v
une 0 a 1+ 2.

30. Justifique porque f(z) = v2? — 1 puede definirse de modo
que sea analitica en cualquier dominio simplemente conexo dado,

que no contenga los puntos z =1y 2z = —1.

52

dz donde 7 es el rectangulo limitado por

31. Calcule /

y*
r=0r=3,y=—-1ley=1.

z+1
(z = 1)*(z—4)

dz, donde 7 es el circulo de centro

32. Calcule /

_ gl
0 y radio 2.
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33. a) Encuentre a,b, ¢,d € R tales que el polinomio
u(z,y) = ax® + br’y + cxy® + dy®

sea una funcién armonica.

b) Encuentre una funcion v(z, y) tal la que la funcion f(z) defini-
da por
f(2) = ulz,y) +iv(e,y),  z=z+1y,

sea analitica en cada punto de C.

34. Sea () un abierto simétrico con respecto del eje real. De-
muestre que f es analitica en {2 si y sélo si la funciéon g definida

como

es analitica en €.

35. Determine el conjunto de todos los puntos del plano donde
cada una de las siguientes funciones es analitica, calculando ademas

las derivadas en esos puntos.

a) a(z) = 2%z

b) b(z) = |z|Rez
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d) d(z) = ZRez.

36. Aplicando la definicién de derivada, demuestre que, si f(z) =

Re(z), entonces f'(z) no existe en ningin punto.

37. Demuestre que arcsen(z) = —iln[iz 4+ (1 — 2%)/?], y encuen-

tre una expresion analoga para arccos(z).

38. Sea a < b. Determinar la imagen del rectangulo
Q = [CL, b] X [_ﬂ-vﬂ_]

bajo la accion de la funcién exponencial.

39. Resuelva la ecuacién e? = 1 + v/3i.

40. Calcule (1 — )%,

41. Demuestre que In(1 4+ i)* = 2In(1 +14).

42. Determine el desarrollo en serie de potencias (Taylor) cen-

trado en cero de la funcion

f(z) = . 2l < 1,
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donde n > 1 es un numero natural arbitrario.

43. Suponiendo que R > 0 es el radio de convergencia de la serie
> ganz", determinar el radio de convergencia de cada una de las

siguientes series:
a) Doy an?"
b) >nso anz""

c) >, anznz,

donde k£ > 1 es un numero natural.

44. Demuestre que existe una tnica funcién u(z) definida por

una serie
0

u(z) = Z a,z"

n=0

con radio de convergencia positivo tal que u(0) = 2 y, para cada
z € C,
u'(2) = u(z) — 1.
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45. Demuestre que

/ dz -1 .
= .
|z]=1 22 SiIth 3

o
1L+ |z]F —
polinomio de grado a lo mas k.

46. Si f entera y M para cierto k. Entonces f es un

47. Sean Q) C C abierto, z € Q, R > 0 tal que Dp(z) C Qy f
analitica. Demuestre que para cada ntimero natural n > 0 se verifica

la siguiente identidad:

/ flw) 1 fow)
|w

—z|=R (w - Z)n+1 N n! |lw—z|=R w—z

48. Clasifique todas las singularidades de la funcién

(22 = 1)(2z —2)
send(mz)

f(z) =

49. Sea () abierto conexo y f analitica no constante y sin ceros

en ). Demuestre que |f| no tiene minimos locales en (el interior de)

Q.
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50. Calcule el niimero de raices del polinomio 2% — 42° 4 22 — 1

en el disco |z| < 1.

51. Calcule el valor de la integral

eiz
dz.
/|z|—2 2 +1

52. Sea ) un abierto conexo y f analitica en (2 tal que

f) cQy f(z) = f(f(2))

para cada z € ). Demuestre que para cada z € {2 se cumple

flz) =2

a menos que f sea constante.

53. Sea (2 un subconjunto abierto del plano complejo y sea

f ) — C una funcién analitica. Suponga que existe zy € {2 tal que

|f(20)] < |f(2)| para cada z € Q. Demuestre que ya sea f(zp) =0 o

bien f es constante.
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54. Sea f : C — C una funcion entera y no constante. Demuestre

que f(C) es denso en C .

55. Sea f : C — C una funcién entera. Suponga que existen

constantes positivas A, B y k tales que
f(2)] < A+ Blzf!

para cada z € C. Demuestre que f es un polinomio.

56. Clasifique todas las singularidades de la funcién

(22 —1)(z — 2)?
send(wz)

f(z) =

En particular, determine el dominio donde f es holomorfa.
57. Sea f analitica en (0, 1). Suponga que |f(2)| < 1si |z] < 1.
Demuestre que |f'(0)] < 1.

22 +1 it
58. Calcule dz; y(t) =re”; 0 <t < 2r para cada

y 2(22 4 4)
valor posible de r en los siguientes casos:

a) 0 <r<2;
b) 2 < r < 0.

59. Halle y clasifique los puntos singulares de la funcién f(z) =

o1 1
sm(;) + =
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60. Sea y(t) = 1+¢€¥; 0 <6 < 2w. Hallar /( V'dz; n>1

72;—1

1 :
61. Calcule /Ldz v(t) = re'; 0 <t < 27 para cada
2(22 4+ 4)

valor posible de r: 0 <r < 2; 2 <r < oo.

62. (2 puntos) Sea 7 el camino [1,4] y o el camino [1,1 4+ i,1].
Calcule fyf y [ fcon f(z) = |z|~
n —2)"
63. Sean f(z) = Z z y g(z z7r+z Z . Observe

n=1
que ambas series de potencia no tienen dommlo de convergencia en

comun. Sin embargo:

(i) Demuestre que la funcién g(z) es continuacién analitica de la
funcion f(z).

64. Sea f analitica en un dominio acotado por una curva cerra-
da simple C' que contiene al origen. Demuestre que para cualquier

eleccién de la rama de Ln(z) se tiene:

L. f’(z)Ln(z)dZ’ = f(z0) — f(0),

271 C

donde z; es el punto de partida de la integracion.

65. Determine el desarrollo en serie de potencias (Taylor) cen-
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trado en cero de la funcion

f(z) = . 2] < 1,

donde n > 1 es un numero natural arbitrario.

o0
)
66. Demuestre que / e " cosrdr = el/4ﬁ.
—0o0
o 2
Sugerencia: Recuerde que / e " dx = /7 y considere el camino
—0o0

de la figura siguiente

67. Escriba el desarrollo en serie de Laurent de la funcion

z

(z=1)(z=3)

f(z) =

en la region 0 < |z — 1] < 2.
|/ (2)]
1+ |z|*
polinomio de grado a lo mas k.

68. Si f entera y < M para cierto k. Entonces f es un

69. Encuentre el desarrollo en serie de Laurent de la funcién

1
9(z) = m

en 0 < |z| < R.

70. Determinar y clasificar todas las singularidades de la funcion:

(22 = 1)(2 —2)3
send(mz)

f(z) =
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71. Calcule / L
2|=6 1 — cosz

72. Calcule Res(e—

0).
1 — cosz’ )

73. Calcule la integral:

eiz
dz.
/|;|:2 Z2 + 1

dz.

2 2
74 Fvalie / sen(mz*) 4+ cos(mz?)
b=z (2= 1)(z—2)

ezt

1
75. Evalie — dz.
VO o =3 22(2% + 22 + 2) Ny

76. Sea C una elipse con ecuacién 922 + y?> = 9 orientada posi-

tivamente. Calcule

ze™ /s
/(;(2’4—16 + ze™*)dz.

77. Suponga que f es una funcion analitica en todo punto de C.

Demuestre que
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para cada r > 0, donde M (r) = max|f(2)|.

|z|=r

78. Sea f analitica en un abierto (). Sea z; € ) y suponga que

existe r > 0 tal que {z : |z — 2| < r} C Q. Demuestre que

1 [ _
f(20) = o /. f(z0 +re?)ap.
79. (2 puntos) Demuestre que arcsen(z) = —iln[iz+ (1 — 22)'/%],

y encuentre una expresién andloga para arccos(z).

80. Resuelva la ecuacién e = 1 + v/3i.

81. Calcule (1 — )%,

82. Demuestre que In(1+1)? = 2in(1 + 7).
83. Sea f analitica en todo punto de C y acotada, esto es: existe
M > 0 tal que
f(z)| <M zeC.

Demuestre que f es constante. (Ayuda: Use el problema 1)

84. Sea f analitica en un abierto ). Sea z; € ) y suponga que

existe r > 0 tal que {z: |z — 2| < r} C Q. Demuestre que

1 2

f(zo):% O f(zo + e’ db.
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85. Determinar y clasificar todas las singularidades de la funcién:

(22— 1)(z — 2)3
send(wz)

flz) =

6. Calcule / dz

2j=6 1 — cosz
87. Demuestre que todas las raices de z” — 523 + 12 = 0 estdn

entre los circulos |z| = 1y |2]| = 2.

eZ
88. Evalu ———dz.
valte /z|:4 EETE z
o 1
89. Demuestre que /_OO ;fn—_i_(ﬂz;)dx =7(l— g)

1z
dz en un camino apropiado.

Sugerencia: Calcule /C m

90. Verdadero o Falso: Existe una funcién analitica en 2 = 0 y

1
que toma los siguientes valores en los puntos z = —(n = 1,2, ...).
n
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i) 111111 1 1
11
227474676 2k’ 2k’

91. Calcule / 241

G119 dz, donde v es el circulo de centro

0 y radio 2.

92. Sea y > 0. Demuestre que para cada x > 0 se tiene

/OO c ds = St
oo S22 t

93. Sean a,b € R tales que a > 0 y b > 0. Demuestre que

> 2% — b sen(ax) 1
de = m(e = 2).
/o 2+ x v =mie 2)

94. Demuestre que

95. Demuestre que

2m
/ cos(30) -
o 5 —4cos(0) 12
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96. Demuestre que

/27r do B 5_7T
o (5—3sen(6))? 32

97. Demuestre que

A T
0 Jf‘"l 2

98. Demuestre que

/OO cosh(aa:)d B T
0

= — dond 1.
cosh(x) g 2cos(ma/2)’ onde Jaf <

99. Sea f : C — C continua, y holomorfa en C\[—1,1]. De-
muestre que f es analitica en C (esto es, entera).

Ayuda: Use el teorema de Morera.

100. Calcule la integral:

eiz
dz.
L|2 22 + 1
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101. Encuentre el desarrollo en serie de Laurent de la funcion

1
9(z) = m

en 0 < |z| < R.

102. Calcule

1
dz.
/z|:g sen?(z) ©

/2W do
o 1+4sin®6

Ayuda: Considere la integral como una integral de linea en la cir-

103. Calcule

cunferencia |z| = 1, aplicando luego el teorema de residuos.

104. Calcule

> xsin(ar)
/;OO x4——|—4dx7 a > 0.

> n(x)
/0 i+ x)gdx.

(07

105. Calcule

Ayuda: Calcule la integral de _ para 0 < a < 1 en un con-
(1+2)3
torno adecuado, para obtener el valor de / x—d:z:. Luego,
o (I+z)°
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derive con respecto a « y tome el limite cuando a — 0.

106. Sea €2 una regién acotada del plano complejo con frontera

orientada positivamente y suponga que f(z) es una funcién analitica

en () excepto por polos simples en ay, as, ..., a,. Sea g(z) una funcién

analitica en (). Demuestre que

1
271

107. Evaluar

108. Calcule

Ayuda: Ponga 2z

mo una integral

sin(f) =

residuos.

1

21

(2 -

n

[ #@)ae)dz =3 gtan) Res(f: a0

k=1

2m
/ cos(30) o
o D —4dcos(0)

/27T do
o 1+4sin?6

= cos(f) + isin(d) y considere la integral co-

de linea en la circunferencia |z| = 1. Use que

1
—) y df = —dz, aplicando luego el teorema de
z 1z



